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关 于 二 重 数

叶 述 武
’

( 中国科学院数学研 完所 )

摘 要

a + bJ’ 称为二重数
,

其中a ,

b是实数
,

尸= 1
.

本 文着重论述二重数的概念
、

性质和 方

程 户 = a +
bj 的根的问题

.

关锐词 二重数
,

零除数

关于二重数
。 + bj (

。 ,

阮 R
,

尹= 1 )
,

过去一些数学家曾经谈到过
,

但论述甚少
.

本文首先给出二重数的概念和一些性质
,

然后讨论方程尹 = a + 叮的根的问题
。

1 基本概念与代数性质

a + be 称为超复数
,

其中
a 、

b是实数
,

或者砂 = 1 ,

或者户 = 。
。

在 护 , 1的情况
,

a + 阮称为二重数
,

当护 = o , 。 + 加称为对偶数
。

此两类数的加法由下式定义

(
a , + b

l e
) + (

a Z + b: e
) 二 (

a : + a :

) + ( b: + 西
:

)
。 .

二重数的乘法由下式定义

(
a , + b: e

) (
a : + b: e ) 二 (

a : a Z + b , b
:

) + (
a : b: + a : b: ) 。

.

而对偶数的乘法则由下式来定义

( a : + b
: e

) (
a : + 石

: e
) = a : a Z +

(
a ;

b: + a :
b ;

)
e .

复数
、

二重数
、

对偶数也相应地称为椭圆型
、

双曲型和抛物型的复数
。

借助这些数

可表示罗伯切夫斯基
,

黎曼和欧氏等三维空间的运动
。

二重数和对偶数构成实数场上二维 ( 以 1 及 。
为基 ) 的结合一交换代数

.

它们与复

数不同
,

含有零除数
,

且在二重数的代数内
,

所有零除数都是
a
士ae 形

。

因为二重数代

数可以分解为两个实数场的直和
,

所 以二重数又称为可分裂的复数
,
二重数还有一个名

称
,

则是 P ar
a
复数

。

把
a + b j ( 尹 = 1 ) 看成是数

,

是有一番考虑的
.

从
e o s x “ (

e i , + e 一 `戈 ) / 2 , s i n x = (
e`男 一 e 一 i二 ) / 2 1

e h x == (
e 二 + e 一 二

) / 2 , s h x = (
e劣

一
劣
) / 2
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一
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-
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- 一
.

出发
,

考虑如何把
c h x , s h x 的产

, 。 一苦
改写成 ie

堵 , 。一产 ,

使双曲函数更加 和 圆 函 数 相

似
,

考虑的结果初步确定要有了
“ 二 1

。

因为
,

照
e h x == (

e j戈 + e 一了
、

) / 2 , s h x “ (
e j , 一 e一 j , ) / Z j

的写法
,

当了== 1

e h x =
(

e戈 + e 一 X
) / 2

, s
h x =

(
e , 一 。 一 戈

) / 2

这是原来的定义
,

当 j = 一 1 ,

新的公式仍给出上列两式
。

再想到砂
戈
中的 f

,

可以做成
a + bl’ ,

所 以我们继续研究了
a + b]’ 的运算

, 。 + 5]’ 的几何

表示法
,

以及零除数的发现等等
,

这些
,

都是二十年代末期的事了
.

总而言之
,

从 x , + 1 “ o 产生 i
,

从
x Z 一 z 二 o 产生 j

,

有
。 ix = e o s x + `s i n x ,

亦 有
e j戈 二 e h x + j s h x ,

援用欧氏几何有 x + f夕 = p (
e o s口+ i s i n o )

,

援用明可夫斯 基几 何
,

亦

有 x + u]’ = p (
。
h o + j hs o ) ( 1x l > } 红 1 )

,

所以本人曾称伪椭圆数
,

了为双曲 数
,

最

后还可把 f ( 二 + *; ) 二 , + *。 ,
;

、

。要满足
典

+

典
= 。 ,

和 r (
二 + s , )

= , + z。 ,

·

一 一
·

一
“ 一 “ ` -

一
“ ’ 一 ’ “

一
’

~
`

一 口xz 口习
2

p
、

口要 满 足

典
一

典
= 。 相比拟

.

一 ’

一
“ ’ `

一 口x z
口夕

名 一 ,林 r p `
~

.

虽说复数与二重数有些地方可以相比拟
,

但亦有不同之处
,

首先谈谈代数方程的根

的个数
。

拿最简单的二次方程广 一 1 = o 来说
,

如果把 z 值限制在复数
a + 抓 中

, z 就只能有
+ 1

, 一 1 两值
,

也就是说方程护 一 1 = 。 有两个根
,

但如果把
: 限制在

a + ;b’ 二重数系

内
,

那 么除了 + 1 , 一 1 两根以外
,

还有 + j
, 一 j两根

.

一般说
,

在二重数系内这个二

次方程就有 4 个根 了
.

如果把
z 限制在

a + 好数系内
,

并且
a ,
西可以取复数值

,

可 以证明

n
次方程可有矿个根

,

而不是只有
、
个根

.

二重数 k ( i + j ) 与掩
,
( z 一 j ) ( k

,
k ,
是实数或复数 ) 的乘积等于 kk ,

( z 一 j
Z

)

= 。 ,

而它们却没有一个是零
,

这种本身不为零而又是零的因子的数
,

叫做零除数
.

故

二重数有零除数
,

这在实数和复数里面是没有的
.

下面引述零除数几个性质
.

( 1 ) 任何
a + b j乘以零除数

,

结果仍得零除数或零 (
a ,

b可实
,

可复 )
。

因 (
a + 乙j ) ( 1 士 j ) = (

a 士 b ) ( 1 士 j )
,

当 a 士 西= o ,

则为 0
.

( 2 ) 几个因子之积为零除数
,

则至少有一个因子为零除数
。

例如
:
若 (

a + 乙j ) (
e + d j ) = k ( 1 + j )

,

则
a c + 西d = a d + b c ,

从 而
a
(

e 一 J ) +

b ( d 一 。
) = (

a 一 b ) ( 卜 d ) = 。 ,

至少
a = b或

` 二 d
,

即至少有一因子为零除 数
。

( 3 ) 等式两边不能消去零除数
。

例如
:

(
a + b j ) ( l + j ) =

(
a + b ) ( 1 + j )

,

如果消去 i + j 就会得 到
a + bj

二 a + b
,

于理不合
.

( 4 ) 几个因子之积为零
,

不必有一个因子为零
。

我们有如下的定理
:

定理
:
次代数方程 f (

:
) = o 有

: 2

个根
,

而且在一般情况下有
:
!个分解为

刀
个一次

因子的乘积的方法
.
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证明 写 f (
z
) = “ ( x , 夕 ) + j 。 (

x , , ) = o (
x , 穿可为复数 ) 则

左
(

x , 封 ) == o , 。
(

x , 百 ) = o

都是
n
次方程

,

有价组 ( x , g ) 的根
,

可以组成 f (
:
) = 。 的矛个形如 x + 好 的根

,

即得

定理前半部的证明
,

但此法不能用于证明 f (
z

)
= 忍 ( x , y ) + 汤 ( x , 万 ) = 0 有 矛 个

根
,

因为
: = x + 勿中的 x , 万限定要取实值

。

因子分解有
: !个方法的证明从略

,

只举一个例子作为说明
.

给定方程 f (
z
) 三 : (

: 一 1 ) (
: 一 2 )

= O
,

则巳有 。 ,

1, 2三根为 巳 知
,

尚

有 6根
,

若以 。 , 1 配对
,

得方程组
z 一 。 = k ( i + j )

, : 一 1 = k `
( i 一 j ) -

z 一 。 二 k ( 1 一 j )
, : 一 i = k ,

( z + j )
,

解之
,

先得
: ` 一

合( 1 + , )后得
: 。 二

粤 ( 1 一 )j
,

再取配对 。

自

2和 1
, 2 便 得

z 。 二

1 + 八 z : = 1 一 j,
z 。 =

合( 3 + ’ 1
2 。

z 。 二 石
~

气 J 一 J 少
`

。

适当配合
,

便得

f: = :
(
z 一 一 十 工

2 2
) , f

a
二 “ 一

专
+

合
` ,“ 一

音
-

言
, ,“ 一 2 ”: J1一2

一

3{2
一

之

j ) ( z 一 1 一 j ) ; f
。 = 〔 z 一 ( 1 一 j )〕〔

z 一 z 〕〔 z ` ( 1+ j )〕 ,z一2+
s一2

一

zì 2
+

l
T孟 = 爪若 一 —2

f
。 = 〔z 一 ( z 一 j )兀

z - (
誉

+

告` ,
〕〔一 (会

+

专
, ,〕

所 以 f ( : )二 : ( : 一 1 ) (
: 一 2 )共有 3 ! = 6个写成一次因子的乘积的方法

。

若把方程 9个根为元素作如下根矩阵
.

(
协

` + ` , ( 1 + j )

1

2
( 1 一 j )

( 1 一 j )

音`
3 + ,

韶卜
` , )

使 。 , 1 ,
2 为主对角线元素

,

同行者相差第一类零除数
,

即相差 k ( 1 + j )
,

同列者

相差第二类零除数
,

即相差左
/
( 1 一 了)

,

则此矩阵行列式中每一项对应 f (
二
) 一个 分

f ,
: 0 x 1 x Z ` (

: 一 。 ) (之 一 1 ) (万一 2 )
,

, (
` 一

言
一

扣
,
一

奋+

解式
,

例如

f
Z : 0

x

音` 3 一 ` , “ 李( 3 + j )叶 (
: 一 。 ) (

: -

乙

此结果可推广于
n的情况

,

有重根情况另当别论
。

Z j 平面

在 f平面中
,

我们把复数劣 十 匆写成

x + “̀ 一 p (
c o s口+ ` s `n o )

, p 二侧尸 千沪
, , g a 二

备
·

这种以 ` 平面上一
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点表示复数 x + 匆 的方法
,

使复数的乘
、

除
、

乘方
、

开方等运算方便得多
。

在表示二重

数 x + 扮的了平面亦出现类似的情况
。

和艺平面一样
,

取
。 x , 。夕轴

, 。 x 轴上的点表实数 x , 。刀轴上的点表打
,

则二重数 x + 打

可用了平面上的点表示
。

反之
,

j平面上任一点尸 ( x , 夕 ) 表二重数 x + 打
,

即 j平面上的

点与二重数之间有一一对应关系
.

计及

e五 (A + B ) = e h A e h B + s h A s h B , s h (A + B ) 二
。 h A s h B + s h A e h B

,

( A
,

B可为
a + 盯

, a 、

口可实可复 ) 并写

x 十 , j 二 p (
c h o + sj h刃

, p 二训牙豆二子
. c h o 二 兰

. : 五e = 丝
_

。 P
`

p
’

( 暂设 护> 犷
, x > 0 ) 则这种表示式也称二重数的 极 表 示 法

,

具 有 与 x + 刀’ 二

p ( e o s s + i s i n s ) 同样的功用
,

即如 x ; + 百 ,

j = p ,
(
e h夕: + j s h 6 ,

)
, x : + 夕:

j 二 p Z

(
e l , 8: + j s h 0

2

)
.

那么 (
x : + 万: j ) ( x

: + 万:

j ) = p , o :

〔 e h ( 8
, + 0

:

) + j s h ( 0
, + a

:

)〕
,

( x
: + , : j )

” 一 。
l (

e h n s
, + j s h : 0

,

)
.

( 暂设
:
为正整数 )

当 }
x
! = }万 !即 p点在坐标轴的分角线上时

, p 二 o 而 0 二 00
.

故可同样称坐标轴的 两

分角线为迷向直线
。

分角线将 xo 夕平面分成 A
,

B
,

C
,

D四 区域如图 1 :

当p = x 十 ; j在区域A中 ( 即上面讨论的情况 )
, p 二 侧无仁 少> 。 为实数

,
e亦为实

数
.

且若 p沿尹 一 , 2 = p Z

由下方走向上方如图
,

则 p不 变而 0由 一 co 叶 + co
。

这种取 p 、
6之法

,

比限定 p取实数者为优
,

即从 p
、

6的虚实可知点p 在何区域
.

当p在区域 B 中
, p 二 召厂而

厄二 i侧歹
玉二丁刃为纯虚数

.

二
“ `· 记

两 (石轰子
+

扮拭端
苍̀

)
“ · }、 } , ! )

,

西是沪 , 厂二
” 一

协岸命
“ 一 `

has
一

hc `一晋
` ’

,

丙丹了
二

命歹鲁哀犷
= 一

诗兰
平

二 一 `。 “ · “ s “ `一子
` ,

,

争
夕̀

几
_

三
2

( A)

( B )

口习`
叙一丁-一8劲+

+
` ---J.

图 1
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x + “ ’ “ p 〔C ” (
a 一

晋) + , S” (
“ 一

奋
` )〕 (

a
为实数 )

。

当 p沿 :
2一 x Z二 川曲线由右上方走向左上方时

, 。不变
,

而
。 由 + co , 一

co
,

即 。 一

了 i 由
乙

万
一

兀
.

十
co 一 丁

` 叶 一
co 一牙

’ ·

同理
,

在区土或c 中
,

由

一
二`一 十 co 一 二 `,

在区域“ 中由 十的
一

誓
` -

一誓
i.

总之
,

当 x 十 夕j 二 p (
c h s + ]’s h o)

,

则随 P 所在区域
,

O二 a + 脚有如下变化 (见图 2 )
.

就 p 及口之虚实而论
,

则得在区域 ( A ) 内
,

p为实
,

日为实
,
在区域 ( B ) 内

,

p 为纯

虚
,

口“ a 一 了 1
.

2

a
为实 , 在区域 ( C ) 内

,
p为实

,

0 二 a 一 石
, a
为实

;
在区域 (D ) 内

,

p 为纯 虚
,

8 = a 一
万 2 - a

为实
.

利用极表示法便于讨论二重数之乘
、

除
、

乘方等运算
,

并仍带有一定 区域性
.

例如 ( A )内两数相乘
,

仍为 (A )内之数
,

因

( x , + x ,

i ) (
x 。 + 夕 Z

j )
= p :

(
e h s , + j s h口

:

)
·

p Z

(
e h s

: + j s h夕:
)

= p : p : 〔。 h ( 8
: + 8

2

) + j s h ( 8
: + 口

:

)〕
.

式中
, 户: 、

夕: 、

o
; 、

久均为实数
, p , 、

汽为正数
,

故 p : p Z

为正数
,

而夕
, 十 0

2

为 实数
,

从 而

p :
p
: 〔 e h 归

, + 口
2

) + j s h ( 8
; ,+ 8

2

)〕为 (A )中之数
.

至于 ( B )内之数 与 ( )B 内之数的乘积
,

究属哪一区域
,

可如下推之
:

( B )内有二数
:

~ / , 门
.

, 门 、 少
门

尸 t l
汀

、

二
, ,

厂
· 、 、

x ` 十 ” ` ’ “ 户`
( c “ 创

` + ’ 5 11 口̀ ) “ ’ L , 贬c “ ( “
` 一

玄
`
) + 了5 11 (

“ ` 一

亏
’ ) 〕

,

x : + , :

j 二 、 :

(
e l:口

: + j s h夕
2

)
= ie

: 〔 C I, (
a 。 一

粤 i ) + j s z, (
。 : 一
要i )〕

.

2

“
、 `

2

两数的乘积为 一 C ; C
:

〔 e h (
a : + a : 一 二 i ) + j s h (

a , + a Z 一 二 i )〕
,

但
e 11 ( a ;

一

* a : 一 二 i )
= 一 e h (

a : + a

小
s h (

a ,
一

卜 a : 一 二 i )
= 一 5 11 (

a , 十 a :

)
.

因而 一 C
,
C

: 〔e il (
a , 十 a : 一 二 f ) + j s h ( a : + a Z 一 万艺)〕

= C
,
C

: 〔e h (
a : + a :

) + j s h (
a , + a :

)〕
.

C
: ,

C
:

为正数
,

而 a 工 + a :

是实数
,

所 以 (
x , + 万 ,

j ) (
x : + 夕:

j )是 (月 )中之数
.

除法亦有相同现象
.

由表 1可推出表

2

2 (
, ,
表非零整数 )

.

)现将 表乘除法结果列表如下 ( 表 l

表 1

⑧ 、 A B C
.

D
项 口

A A

n = 1

( m
o d 4 )

n = 2

( m
o d 4 )

n = 3

( m o d 4 )

n 二 0

( m o d遭)

AAA一ABc人AACBA尸砂创D C

’

A 一 B
- .

一
-

一一一一

A一D,B一e

D 1 C B
.

A 刀 口
` 工 “ 几



中山大学学报 ( 自然料学版 ) 第3。卷

表中符号A
”

表示 A中某数的非零整数
n
次方

,

当
n 二 1 (m

o d 4) 时
,

仍为 A中之数等等
.

至于 。
为分数时情况较复杂

,

要考虑复二重数
,

即 a + 5]’ 中的 a ,
乙均为复数

。

把复二重数写成
a + lb’ + ic + 肤

,

儿= ij = ii
, a 、

b
、 c 、

d均为实数
,

则
a + b萝+ c j + d f j = (

a + b i ) + (
e + d i ) j

.

以此可见复二重数代数同构于下列复矩阵
a + b i

c + d f

` 十 d i

a + b i

同样定义
e a 斗

b i
+ “ ,十 d吞的意义为

e a +
b讨 “ `+ d` = 名

( a + 乙i + c j + d k )
”

n !
有了

e a 十 b i + “ 十̀
d寿就

可以定义
e h (

a + 西i + c j + d掩)和
s h (

a + b i + c j + d寿)
。

现研究尸
= a 十 6]’ (

a ,
b是实数

,

即
a + 盯表示了平面上一个点 ) 的根

, n
表正整数

,

即继二重数的乘
、

除
、

乘方之后我们再来考究二重数的开方根问题
.

开方时须用到极表

示法
,

故亦分 A
、

B
、

C
、

D 四区域来讨论
.

先设二重数在A内
,

假定它并非零除数
,

即不在坐标轴的分角线上
.

以特殊方程砂 =

1 为例
, n
表正整数

,

也即开 1 的
n
次方根

,

但设在复二重数范围内进行
.

写之” 二 1 = e h (
o
) + j s h (

o
)

= e h ( Z P二 i ) + j s h ( ZP兀i )
,

P为整数
,

则得如下
n
个根

之 P =

。 h ;丝 ; + j s h红丛 i
,

, 二 o , 1 , 2 , … (
, 一 z )

n

今证当 P斗 g时有
z 夕年 : 。 ,

因若
: , 二 : 。 ,

P今 至
,

可设 P> g ,
P

, g = o , z , 2 , … (
。 一 1 )

.

· h

黔
+ “ “ 2夕型 = 。 h Z里些 +i isl 旦夕二兰

n n n

以右边除左边
,

得
e h 〔2 ( P一 住)万 i /

n〕 + j s h 〔2 ( P 一 g )万 i /
n 〕 = l ,

可见
s h 〔2 ( P一 口)万 i /

n 〕 = o 而
e h 〔2 ( P 一 口)二 i /

n 〕 二 1
.

从而可得 〔2 ( p 一 q )
二 i〕 /

n = 2 , 二 i
, :
为正整数

.

化简后
,

( p 一 q )
二 n r 。

但 p
, q 二 o , 1 , 2 ,

… n 一 1 ,

故 P 一 q <
n ,

故前式除
; = 0 外无解

。

而
: = 。 * P = .q

次证当 p今。 时
, : , 一 二。 二 (

。 h ;塑
+ j s h

渺
) 一 (

c h旦婴
+ j s h早叹四i今侧 , 士 j

月 儿 儿 刀

即 〔 e h ( ZP万 i /
n
) 一

e h ( 2住二 i /
n
)〕斗 土 〔 s h ( ZP二 i /

n
) 一

s h ( 2口万 i /
,:
)〕

.

现以证 〔 e h ( ZP二 i /
n
)〕 一 〔e h ( 2 9兀 i /

,:
)〕斧 〔5 11 ( Z P二 i /

n
)〕一 〔s h ( 2 9二 i /

, z
)〕

为例
,

计及

e h ( A + B ) 一
e h ( -A 一 B ) 二 Z S h A s h B

, s h (A + B ) 一
s h (A 一 刀 )

= 2、 il 刀 e ll A
。

则
e h ( Zp二 i /

。
) 一

e h ( Zq , i /
:
) 二 Z s h ( ( p + q ) , i /

n
)

5 11 ( ( P一 q )二 i /
n
) ( z )

s h ( ZP二 i /
n
) 一

s h ( 2住二 i /
,:
) = Z s h ( ( P 一 全)二 i /

,:
)

e h ( ( P + 口)二 i /
n
) ( 2 )

因而
e il ( Z p二 i /

,:
)一

e h ( Z q二 i /
n
)
= s h ( Zp二 i /

n
) 一

s h ( 2 9二 i /
,:
)化为

2 5 11 ( ( p + q )二 i /
n
)

5 11 ( ( p 一 q )二 i /
n
) = Z s h ( ( p 一 q )二 i /

n
)

e l l ( ( p + q )二 i /
n
)

.

考虑到 p
, q 之值的范围

, 、 h互迫塑巨i午 。
,

故得
n

s h ( ( p + 全)
二 i /

,:
) = e h ( ( p + q )二 i /

n
)

。
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即
e x p ( 一 ( p + 口)万 f /

。
) = o 。

这是不可能的
。

上面证明了勺 ( p = 0 , 1 ,
2

,

…
, , 一 1 ) 各不相等

,

而且两两之差不为零除数
.

今

进而证明砂 = 1 无等根
。

首先将尹 二 1 的根依第 1 部份末段方法
,

排成
n
阶根矩阵

,

使勺在主对角 线 上
,

而

且同行元素相差 k ( 1 + ]’)
,

同列元素相差 k 尹 ( 1 一 j )
。

以 : 。 表示矩阵中与
z 夕同行

、

与zr 同列元素 , 和 :
表示与劲同行

、

与
: :

同列的 元 素
,

设法证明
: p ,
等和

: ,

只要 P = q , : 二 s
不同时成立

.

依假设
, : p r

与
z p同行

、

与补同列
,

故有
z 刀 一 之 , , = k ( 1 + j )

, 之 r 一 z p r = k l
( 1一 j )

.

同理
z 。 一 : 。 : = u

( i + j )
, z : 一 z 。 : = : ,

( 1一 j )
.

因此
z , r 一 : q。 = (

: , 一 : 。 ) + (
: 一 k ) ( 1 + j )

.

若 P斗 q ,

巳证明 (勺 一 : 。 )不能为零除数
,

上式右端不能为零
。

因此
,

勺
r
等和

: .

若 P = 口
,

则
: 今 s ,

从而 : p , 一 : 。: = (
z : 一 z :

) + (
u ` 一 k `

) ( 1 一 j )
.

以上理由足见勺
r

今劫
: 。

因而证明了广 = l 有价个不等之根
。

当方程右端不是 1
,

而是 A
、

B
、

C
、

D之数时
,

仍可证明方程将有 矛 个不等之根
.

推而广之
,

当根矩阵主对角线元素不互等
,

而且两两之差不为零除数
,

可以证明
,

根矩

阵无互等元素
,

其所对应的 了( )z 有
: !个分解为一次因子乘积之法

。

即以上给出了砂 二 1 的上述
:
个根的一些性质

。

若把尹 = 1 写作
之 n = 1 二 1 x l = 〔e o s o + f s i n o 〕〔e h o + j s h o 〕

= 〔 e o s ZP万 + f s i n ZP万 〕
·

〔 e h Z ; 万 i + j s h Z; 兀 f〕
。

则有下根
` p r = 〔 e o s

( Z p , /
n
) + f s i n ( Z P二 /

n
)〕〔

e h ( 2
: 万粼

n
) + j s h ( 2

: 二艺/
n
)〕

,

P
, 1 = 0 , 1 , 2 , … n 一 l

( 前述的
z 夕 , z 。实即

z o p , : o q )
.

由于P
, 口各取

。
个值

,

故共有
n ,

个
: p r .

是不是 这
n Z

个

勺
r

就正好是尹 二 1 的价个根呢 ? 并不常常如此
.

可以证明
,

当 ,
为奇数时

,

却
。
( P

, q = O , 1 , 2 , … , 一 i )构成价个互不相 等 的 数
,

亦即给出方程
z ” = i 的 n ,

个根
.

当 n
为偶数

n = Z m 时
,

有 2 m 2
对

: , r , z 。 :

相 等
,

即
z 夕 q

( P
, 互= o , i , 2 ,

…
, , 一 1 )只给出

n Z

个根中的
n Z 一 2 m 2

个根
,

亦即只 给出方程的
n , = 4 二

2

个根中一半的根
。

如果方程不是尹 = 1而是尹 = a + 好
, a + 坷 表 A

、

B
、

C
、

D 中之数
,

结果也相同
。

至于零除数的开方根问题
,

可取 ( 1 + ]’) 为例
,

作如下讨论
。

由于 ( z + j )
, = 2 ( z + j )

,

( z + j )
3 二 2 ( z + j )

2 = 2 ,

( z + j )
, … ,

足见 ( 1 + j )
n

= 2 ” 一 `
( i + j )

,

可 推 得 ( 1 + j )
’

匕
招 =

嘴票
厂 )

`·

` ”

“ + ”
,

在 复二 重 数 范 围 内
,

1

2 ” 一 1
)
’

!.n 有价个根
,

因而从这个式子也可得到 ( 1 + ]’) `
严的价个根

,

例如取
: = 2

得 ( 1 + ]’)
’

产 的四根为
1

一
t l

、 / 2

+ ` ,
,

汤合“ + , 、
_

一组
`

` ’

斌 2

. , 八 1
气 1 一 J ) 二

~

万长于
丫 匕

( 1 + j )
,
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一

六
( ` + ` ,

,

可 见
介 “ + , ,

, 一

六“ + , ,为重根
,

直接解扩 一 ( 1 + ]’) = 。 亦得相同结果
,

令
:

2 2 一 ( 1 + , ) = 。 。 {
x Z+ , 2 一 1

= x + 万 j
,

= 0

Z x 左一 1 = 0

解得
尤 = 士

共
, , = 士

共
即二 + ,

得于
仁

( 1 + ]’) 或 一

雀
( 1 + j)

,

丫 艺 V 艺 丫 艺 V 艺
且 均

为重根
.

从几何上 看
, 二 , + , , 二 : 为圆

, : 二 ; 二 : 为双曲线
,
此二曲线正好有 (

弃V 乙

班些、
_

( _

亿 2
` ’

1

奋
二

万
’

i 、
_ , 卜

一
~ - , , 二二二 l

_
飞少 J 「翅 ~

斌 2
`

一 一
`
~

’

3 根矩阵若干性质

设已将
n
次方程矛个根排成

:
阶根矩阵

,

以 ia k表示矩阵中衬于k列元素
.

我们有

性质 1 根矩阵主对角线上的
n
个元素完全决定根矩阵中价个元素

。

通过矩阵的初等交换
,

即行与行
、

列 与列之间的对调
,

可使矩阵行列式中
,

任一项

的元素成为主对角线上的元素
,

故此性质 1具有广泛的意义 , 即若已知根矩阵行列式中

任一项
,

都可决定根矩阵中所有全部元素
.

性质 2 若主对角线上无相等元素
,

而且两两之差不为零除数
,

则根矩阵中无相等

元素
,

而且两两之差不为零除数
。

性质 3 若主对角线上有二元素相等
,

设为
a , : = 几

: ,

则根矩阵中第一第二列 上 元

素
,

同
储

相 ” , 而第
币

、

第二
社潺

,

同“ 者 “ ”
,

“

叹:::)
化为

(
a 一 a z -

a 玉二 a l a

性质 4 若主对角线上有二元素之差为第一类零除数
,

即 a , ; ,
内

2 = a , , + 以 1 + j )
,

口“ + “ ( ’ + ”
)

a l 一+ 召( 1 + ] )
`

aaJ

I
、

为化

、
、、.夕了

贝“根矩阵中第一第二`于元素同列者相等
,

而且
(
口 x一 a l Z

a Z I a 2 2

若二元素之差为第二类零除数
,

即 a : : ,
几: = a , : + 州 ( 1 一 j )

,

则根矩阵中第一第二列元

、、、.声产

、.产;
口

一
困.土

产̀、

素
,

同行者相等
,

而
(

a 1 2 a 1 2

a Z一 a 2 2
a , : + 召,

( 1一 j )
a : ; + 邵,

上述性质可推广于既不同行又不同列的任两个元素上
。

4 复二重数初论

复二重数可写为
: a + 厉 + cj + d肠 其中

a ,

b
, c ,

d为实数
,

k = i ]’.

一般地可 写
:

a + 吞f + e j + dk = P e `口+
j中

+ k功

= p (
e o s s + f s i n s ) (

e h甲 + j
s
h甲 ) (

e o s
功+ k s i n必)
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其中

可以验算P,

从而导出

又可得

二 p〔 P ( 8
,

,
,

功) + i口( 8
, 中 ,

叻) + j R ( 0
, 切 ,

叻) + k s ( 8
, 切 ,

功)〕
.

a 二 p P
,
乙= P Q

, e = P R
,

d = p夕
-

P = e o s o e h中e o s必一 s i n 口s h 甲s i n功
,

口二 s i n o e h 甲 e o s必+ e o s o s h中s i n必
,

R 二 e o s s s h切e o s功一 s i n o e h甲 s i n必
,

S = e o s o e h中 s i n必+ s i n s s h甲 e o s动
.

口
,
刀

,
S满足

〔 ( P + R )
2 + (Q + S )

2 〕〔( P 一 R )
2 + ( Q 一 夕)勺 二 1

。

P 4 二 〔 (
a + e

)
2
+ (乙+ d )

2〕〔 (
a 一 e )

2 + ( b 一 d )
2

〕
.

公式弦余

、..,..夕e o s 2 8 二 (
a Z 一 石, 一 c : + d Z

) / p
Z

。
h Z中 = (

a Z + b , + c t + d
Z
) / p

Z

c o s Z价 = (
a Z + b Z 一 c忍 一 d

Z

) / p
Z

从以上各式足 以确定 0
, 中 ,

叭

同样
,

通过直接计算
,

可以得到

式公弦正

、..,̀.声5 i n 2 8 = 2 ( P Q一 RS ) = 2 (
a乙一 c d ) / P

Z

s h Z甲 = 2 ( P R + QS ) = 2 (
a 。 一 西d ) / p

“

5 1n Z功 = 2 ( P S 一 Q R ) = 2 (
a d 一 乙e

) / P
Z

和其它许多类似三角函数之和角
、

差角
、

倍角等公式
。

设复二重数 a能用
“
极表示法

” a = p xe p ( i0 + 甲 j + 价k)

计及周期性
,

可写
: a = p e x p 〔 ( 8 + Z t二 ) f + (中 + 2 : 尹石 ) j + (功+ Z t l, 才 ) k〕

.

式中 f , t尸 ,
t,, 为整数

.

由于 l’j 二 k
,

上式又可写成
:

a 二 P e x p 〔 ( 8 + Z P二 ) f + 中 j + (功+ 2口二 ) k〕
.

式中
,

P
, q为整数

,

在
a
的各种 0

, 甲 ,

功中
,

恒可设甲不复
,

而只有 0
,

功增加 2二的倍数
.

取
a = 1 ,

并用上法求尹 = 1 的解
,

因为
:

1 = e x p (
0 1 + o j + o

k ) = e x p ( Zp军 f + Z q万 k )
,

z ” = e x p ( Zp二 i + Zq兀 k )
,

z , 。 = e x p 〔 ( Zp二 /
n
) i + ( Z q二 /

n
) k〕

。

乡
, 。 = o , 1 , 2 , … ,

(卜 1 )
,

令
: ; = : , 。 二 e x p ( 2乡̀ i /

n
)

,

先证当户
: 年 p : ,

p
:

) p
Z

时
z , :

今 ` , 2· 因若
“ , ; = “ , 2 ,

则 e X p ( Z p
: ` i /

n
) = e x p ( Zp

: ` i /
n
)

,

即

e x p 〔2 ( p
: 一 p

Z

)二 f /
n〕 = 1 ,

e o s
( 2 ( P

; 一 P
Z

)二 /
n
) 二 1 , s i n 〔2 ( P

: 一 P Z
)二 /

, 〕 = 0
。

也即

2 ( P
l 一 p Z

)二 /
, = 2产才

,
2 ( P

; 一 P: )二 /
。 = 群产 ,

.

但如第 2部分中所言
,

此等式子除 p: = 九外无解
。

次证
` , , 一 z , 2

今 k ( 1 士 j )
,

因若
e x p ( Z P

;二 f /
n
) 一

e x p ( 2 P
2 , f /

,
) = k ( i 士 j )

。

上式左端无 j
,

这表示掩一 o ,

因而上式归化为
” , : = z , : .

此 已证其为不可藕卯 d .
’
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zp可取为主对角线元素
,

与沙 = 1 相应的根矩阵无相等元素
,

从而砂 一 工共有
: ! 个

分解为一次因子乘积方法
。

若
a
为一般复二重数

,

可写
; a = p e x p〔 ( 0 + 2P 幻 f + 甲]’ + (必+ Zq幻幻

,

则尹 = a 之解可作如下考虑

将
z , = a

的解写成
: = ( 1 ) ”

”

(
a
)
’
了

” = : p (
a
)
` ,

l ”
。

式中 (
a
)
’ 书

n

为
a
任一

n
次方根

.

易知

其不能为零除数
。

因
a
设非零除数

,

勺意义同上
,

即尹 = 1 的根矩阵中主对角线元素
.

由于
: p互不相等

,

两两之差不为零除数
,

勺 ( a)
`
少也有此性质

,

故 知与尹 = a 相应之

根矩阵由互不相等的元素组成
,

了(习 = 尹 一 a
共有

: !个不同的分解为一次因子乘积之法
.

写
: : ” = a = p e x p〔 ( 8 + ZP万 ) f + , j + (必+ 2口万 ) k〕

,

` , 。 = p ’
若

n e x p 〔 ( ( 8 + ZP , ) f /
n
) + (中 /

n
) j + ( (价+ 2口二 ) /

n
) k〕

.

乡
, q = o ,

1
, 2 ,

一
,

(
, 一 1 )

.

共可得价个勺 q
.

但不一定都不相同
,

即勺 q 不一定给

出尹 = a
全部价个根

,

也和实二重数的情况一样
。

可 以证明
,

当
,
为奇数时

,

勺 。 ( P
, 口二 0 , 1 , 2 , … , : 一 1 ) 是护个互不相等的数

,

也即给出方程砂 = a 的矛个根
.

当 ,
为偶数

: 二 2 二时
,

有 2 耐对相等
,

即却 q只 给出价个根

中的沪 一 2 m Z

个根
,

也即只给出方程的沪 = 4 m
Z

个根中一半的根
.
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