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流动稳定性 o rr 一 S o m m re fe ld 问题的一种

改进型完全正交化方法

段志田 张涤明

( 应用力学与工程 系 )

摘 要

本文对 A
.

D a ve y提出的数值求解 O r r 一 S o m m e r fe ld 问题的完全正交方法做了改进
,

避

免了原方法计 算总体传递矩阵带来的缺点
,

克服了原方法在计算本征函数上的困难
.

并建

议在单元上采用 H e r o it 插值近似
.

关健词 O r r 一

oS m m e r fe ld 问题
,

本征值
,

完全正交化方法
,

传递矩阵

近年来
,

0 。 一
oS m二。汀。 ld( 以下简写为 O 一

)S 问题的数值解法得到了广 泛研究
,

发展

了多种方法
.

文 〔 2 〕认为 N u m e or v
差分法是一种较好的方法

,

但其结果的精;度 依赖参

数的经验选取
.

文〔 3 〕用差分坐标变换法得到了好的结果 ( 雷诺数 ) 5 00 )
,

但雷 诺 数

不能很大
.

D
a
ve y方法

〔 ’ 〕
可 用 到 雷 诺数很大的情况

,

而且能普遍适用于高阶 线 性 常

微分方程的本征值问题
,

是一种简便而精度好的方法
。

但它有计算总体传递矩阵带来的

缺点
,

且不适于计算本征函数
.

本文的改进方法有效地解决了这两个问题
,

而无损 D va
e y

方法的优点
。

D a v e y完全正交化方法

平面 P o i s e u i l l e
流的 O 一 S I’q 题为

L价= 谧 ( D
Z 一 a Z

)
“ 一 i a R e 〕 ( 五 一 C ) ( D

Z 一 a Z

) 一 D
Z云 } 叻= 0 ( 1 )

功(一 1 ) = D功( 一 1 ) == 0 ( l a
)

劝( + l ) = D功( + 1 ) = o ( l b )

这里
,

D = d / d夕
, 丽 二 1 一 ,伪平面 P io

s e a
ill

e
流的层流解

,

功( , )为扰动流函数的振幅
,

a
为波数

,
R e
为雷诺数

,
C为复本证值

,

令

Z = (
z ` , 2 2 , z : ,

“ )
T 二 ( 功

,
D功

,
D

Z

功
,
D

3

功 )
T

口= 2 a Z + i a R e

(
云 一 C )

了 == 一 { a 4 + i a R e 〔 a Z
(云 + C ) + 刀 2云 〕 }
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及矩阵
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用 Z
。 ,

z b依次表示两边界端的 i互界解向量
,

则 O
一
S问题用矩阵表达为

d Z /厅夕二 B (方) Z ( 2 )

F
a
Z

。 + F 乙Z乙二 0
一

( Z a )

下面简述 D a v e y方法
:

将区间 〔 : ,
b 〕分成 P个节

,

在每个节上划分 q个单元
,

即总单元数为N = P妊图1 )
,

注意对 O
一

S问题
,

这里 a 二 一 1 ,
b 二 1

.

对方程 ( 2 )
,

从第 f个结点到第 f + 1个结点 积分得 z ` 十 : =
民

、 `
z ` ,

从而有

Z 刀 = S 八 S y _ z… 困2 5 1
2

。 ,

即总传递矩阵为

T 二 S
、
S、 一 , … 又S ;

( 3 )

分节点

图 1 节和单元划分示意图

F 19
.

1 S k e t e h o f d i v i n g e l e rn e n t s a n d s e e t i o 灯 s

或者先在每个节上做 q步积分得传递矩阵万 i ,

( i = 1 ,
2

, … P ) ; 于是总传递矩阵为

T 二 W
; ·

W
p _ ; … W

Z ·

VJ
,

( 4 )

( 4) 是对 ( 3) 算法的改进
,

是按节多次正交化的结果
,

所做的改进是以分 节 为 基 础的
。

2 改进型完全正交化方法

在单元上取插值近似
,

对 ( 2) 式在单元上积分
,

有

( E 一 G
:

) Z (夕
2

) = ( E + G
,

) Z (夕
,

) ( 5 )

其中
,

E为 4 火 吐的单位矩阵
,

G
工 ,

G
Z

为 4 又 4 矩阵
,

对单元上的线性插值近似为

广封2

G ` “
_

}
_

B (夕) L ` (夕 ) d y ,

万 l

其中
,

L
,

(刀 )
, L :

( : )是 L a g r a n g e线性插值的两个形函数
。

对单元上的 H er m it 播值近 似

r 夕2

G ` =

! B ( “ ) 〔 E p ` ( “ ) + B (“ ) q、 (“ ) J d y , ` = 1 ,
2

万 l
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其中
,

p ,
(夕 )

, p Z

(夕)
, 口:

(夕 )
, 口2

(夕 )为 H e r m i t插值形函数
:

p
l

`, , 二

悬
` ; 2一 ; ,

’ 一

屠
` , 2 一 ; ,

’ ,

p Z` , ) 二 导( , 一 ; !
)

: 一

杀` , 一 , 1
,

3 ;

。 1` ; , == ” `泰( ; 2一 , )
2 一

泰`
, 2 一 ; ,

“
, ,

。 3

` , , 二 一 ” 〔
众

` , 一 , !

,
’ 一

条` , 一 , 1

,
3〕

·

其中
,

瓦二 乃: 一 夕:

为单元长
.

本文的H e r m it 插值处理是重要的
.

式 ( 5 ) 决定 T 从 Z (夕
: )到 Z (夕

2
)或从 Z (夕

2

)到Z ( , :
)的传递矩阵

.

现考察其中一节
,

设 c位于 相邻节点
亡: 和勺之间 ( 图 1 )

,

那么如 D。 ve 了法有传递矩阵 L
,

R
,

使 得
:

z
。 二 L Z

e : ,
Z

。 二 Rz
e : ,

于是有
:

L Z
。 ; 一 R Z

。 : 二 0 ( 6 )

其中
,

L和 R的元素量级要比 D a u e y 法中
e :

与
e : 之间直接传递的矩阵平的元素量级 要小

,

它加强了分节的效率
。

设在
e :
点

,

由前端传过来的边界条件为

F , : Z , ; + F , 2
2 , 2 = o ( 7 )

记分块矩阵及向量为

L 二

L 1 1 L a Z

L
: 一

L : :

“ =

(柔: 妙
,

ez
l =

收; )
,

ezz
二

(之
由 ( 6 )得

:

L
` : Z , ; + L : 2

2 , : 一 R : : Z , : 一 R : :
几

2 == o ( s )

L : ,
Z , , + L

Z:
Z , 2 一 R

Z:
Z , ; 一 R

Z :
Z
刀: = o ( 9 )

由 ( 7 )解出 Z A: ,

代入 ( s )
、

( 9 )两式
,

然后由 ( s )解出 Z A : ,

并代入 ( 9 )整理 得
:

F B I
Z

B : + F B :
z : 2 = o ( 1 0 )

其中
F

一 〔 L
2 2 一 L Z ! F二:F

一 〕 〔 L
1 2 一 L ! I

F二:
F , 2 〕

一 ` R
l l 一 R Z ;

F 。 : = 〔 L
Z: 一 L

Z ,
F爪

, F 月 : 〕〔L
: 2 一 L : ;

巧: F
, 2 〕

一 ’ R : 2 一 R : :

这样
,

式 (幻~ ( 1 0) 实现了边界条件从
e :
到

e :
的传递

,

显然可类似地实现从
e Z

到
e :

的传递
。

用上面的方法
,

可将
a
端的边界条件依次传递到各个分节点直到西端

,

设仍用式 ( 1 0)

的记号
,

而已知的西端的边界条件为

尸。 ,
Z

。 : + F o ZZ
, 2 = o ( 1 1 )

记

` =

(会会)
,

=zB (之
则式 ( 1 0 )

、

( 1 1) 可统一写为

G
·

Z a 二 0
( 12 )
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因此本征值 C在西端应满足条件

d e t ( G ) = o ( 1 3 )

本征值的计算需用迭代法
.

占点的本征向量由满足 ( 13) 式的矩阵G求出
,

设 G的广义逆 矩

阵为 G
十 ,

那么 E 一 G
十

的一列 ( 或行 ) 为 b点的本征向量
.

需要说明的是
,

通过顺向传递和逆向传递可在任一分布点建立式 ( 12 )
、

( 1 3 )
,

通常

情况下本征值只需在一个分节点或边界点迭代求解即可
,

而在计算本征函数时
,

必须按

( 12 )
、

( 1 3 ) 在各个分节点求出节点本证向量
,

然后在节内由式 iz
, : 二 is

十 :
z,.

,

求 出各

单元结点上的本征向量
。

改进后的方法
,

与 D a
ve y 法比较发现

,

后者总要计算总体传递矩阵
,

这样用一个矩

阵联系两端的边界解向量往往是困难的
,

以致带来很大的误差积累
,

前者不 计算 总 体

传递矩阵
,

用分块矩阵技术按节传递边界条件
,

在每节内从分节点到节内中 的 点 才 按

D a y e y 方法计算传递矩阵
,

这样不会引起大的误差积累
,

克服 了 D a v e y 计算 本 征值 时

必须进行经验性修正的缺点
,

而且能成功地计算本征函数
.

3 计算结果及分析

为了研究单元上不 同插值近似对计算结果的影响
,

我们分别用线性插值和 H e r m it

插值做 了计算 ( 见表 1 )
.

结果表明
,

对单元上的线性插值近似
,

随着单元数的增加本

征值的收敛相当缓慢
,

即使用了相当多的单元 ( 600 个 )
,

本征值的精度 仍 很差
.

但用

H e r m it 插值时
,

仅用 70 个单元就算到很好的结果
.

可见本文的 H e r m it 插值近似
,

对提

高结果精度
,

大幅度减少单元数
,

从而成倍地减少计算量
,

是极为有效的
。

表 1 R e = 3 0 0 0 , a = 1 ,

不同擂值近似的结果比 较

T a b
.

i C o m p a r i s o n b e t w e e n t h e r e s u l t s o f d i f f e r e n t

i n t e r P o l a t主o n , R e = 3 000
, a = 1

线性插值 H e r m i t插值

单元数 本征值 C 单元数 本征值C

0
。

2 92 22 一 0
。
0 1 0 1 5 1

0
。

2 92 27 一 0
。
0 1 0 1 8 1

507030 0

60 0

0
。

2 9 2 4 8 一 0
。
0 0 9 6 6 1

0
。
2 92 42 一 0

.

0 09 6 41

本况,

情
见一药我们还对几个典型的雷诺数情形做了计算

,

与 D a
ve y的结果比较 (表 2 ) 可

法在本征值的计算上
,

算法可靠
,

尤其对于大雷数更具优越性
,

在达到相同精度

下
,

可成数量级地减少计算存储和计算工作量
。

对本征函数的计算因 O 一 S 问题找不到可供比较的结果
, 这里只给出可和

二

解折
、

解担
比较的

,

单位长的两端固支的梁的振动模态的计算结果
,

由图 2 给出的三阶模态可瓜
数值解与精确解符合得很好

。
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表 Z a= 1,

本文方法与 D a v e y 法 的结 果比较

T a b
.

2 C o m p a r i s o n b e t w e e n t h e r e s u l t s o f t h i s m e t h o d a n d t h o s e o f D a v e y
, a = i

本征值C 单元数
雷诺数

D a v e y方法 本文方法 D a v e y 本文

nnU八曰n甘ū子OUO。,上

1人

30 00

100 0 0

4 0 00 0

1 0 0 0 0 0

0
。

2 9 2 2 9 一 0
.

0 10 1 8 1

0
。

23 75 3 + 0
.

00 3 74 1

0
。

18 36 8 + 0
。

0 0 2 4 2 1

0
。
1 4 5 92 一 0

。
0 1 5 0 41

0
。

2 92 2 7 一 0
。

0 1 0 1 8 1

0
。

2 3 7 5 3 + 0
。

00 3 7 4 1

0
。
1 8 3 66 + 0

。

0 0 2 4 4 1

0
.

1 4 5 8 5 一 0
。

01 51 0 1

3 0 0

6 0 0

1 2 0 0

2 1 0 0
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