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带参数可外平面图的一个算法

朱 秉 寰

( 计算机科学系 )

摘 要

证明了顶点的权为参数 t的线性函数
,

尺寸为 n 的可外平面图的最小顶点复盖的耗费函数

的折点个数囿界于。 ( 。 lo 气 ” )
,

且提出了一个时间复杂性为。 (二 I“气
` ,

)的求解算法
.

关键词 可外平面图
,

顶点复盖
, N P完全

1 弓I 言

只讨论简单无向无自返边的图 G
。

记 V (G )为 G 的顶点集
,

E (G ) 为 G 的 边 集
, e 二

IE (G ) !
,

称 n = IV (G ) }为 G的尺寸
。

设 S` V (G )
,

若任一 (
u , 。

)
。 E (G )都有

u o s或 。。 S
,

则 称

S是 G的一个项点复盖 (V C )集
.

给定权函数
。 : V ( G )` R

+ ,

称使平 ( G ) = 艺
。。 c( 的达到 最

小的 V C集 S为G的最小顶点复盖集 (M V )C
,

W ( G )为 G的 M VC耗费
。

MVC 问题是 N P完全

的
〔 ’ 〕 。

设权函数
c
是参数 ( 时间 ) t 的线性函数

,

即对每一
。 。V (G )有

`
( 。

,
t ) 二 内 t + 阮

,

其中
a U ,

b
。
) o是常数

, 0 ( t < co
.

问题是对每个。 ( t< co 求G的M V C集s( )t 和耗费平 (G
,

O (见

图 1 及表 1 )
。

表 1

T a b
.

1 T lz e M V C s o t

图 1 (
a
)的人I V C集合和 M V C耗费

a n d M V C e o s t o f 亡五e g r a p h i n F i g
.

z ( a )

t 所 属 区 间 M V C 集 合 M V C 耗 费

褚v , , 。 3 , v : , v ` , v 7

考。 , , v Z , 。 ` , v , , v ,

亏。 2 , v 。 , 。 , , v 7 , v s

谧。 2 , v 3 , v 。 , v ` , 。 a

1 v Z , 。 3 , 。 。 , 。 6 , v a

1 0 + 2 8 t

1 4 + 2 2 t

18 + 1 8 t

2 0 + 1 7 t

20 + 17 t

卜1
.̀.

卜冬〔 0
,

2 / 3〕

〔 2 / 3
,

1〕

〔 1
,

2〕

〔 2
,

3〕

〔 3
,

oo 〕
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图 l( a) 顶点权是 t的函数

的一个图
F i g

.

i ( a ) A g r a p h w h i e h

v e t e x w e i g h t s a r e

f任 n e t i o n o f t

o 盛-

3

图 i ( b )

F 19
.

1 ( b )

图 1 ( a )的W ( G
,
t )

,

2 / 3
,
1

,
2是折点

W ( G
,
t ) o f t h e

g r a p h i n F i g
.

1 ( a )

文献〔 2 〕证明了万是个逐段线性凸函数 ( lP 厂)
,

即有。 二 t。 < t : < … < 标 < 编
* :

< oc
,

使得对每一 0 ( i ( m
, r。 〔 ti

,
t i + : 〕都有W (G

,
r ) = e “ + d i , c `手 e i , : , c ` t i + : + d ` = c ` + : t i , : + d i + : ,

对 t` 〔 t , 十 1 ,

oo )有评 ( G
, t )

= c 二 t + d。
,

其中二是一个正整数
, e ` ,

d `是常数
。

对 1 ( f《 二 ,

称 it 是W的折点
.

这时
,

估算平的折点个数并不容易
.

不过
,

如果对图的结构作适 当的限制
,

往往仍可得到令人满意的结果
。

本文采用
“
中

心化加分治术
”
来解决可外平面图 ( oP 妇的MVc 问题

。

能把 G嵌入到一个实平面中去
,

且有一个包含每一珑V ( G )的对应点的区域时
,

就称

G为 oP g
。

若`为 oP g ,

则其任一子图也是 oP g ,

且
。 ( 2 。 + 3

。

任一二连通的 oP 口有 唯一的

哈密顿圈 ( H C )
.

G中尺寸最大的那个连通分枝称为G的最大连通分枝
.

设 S二V ( G )
,

记 G中 S 的 导出

子图为G ( s)
,

记厚 = V (G ) \ 5
.

若 151 提 k
,

且G (厚)的最大连通分枝的尺寸 ( :
/ 2

,

则 称

S为 G的一个 k阶中心点集
.

如 {
。 3 , v 7

}是图 1 (
。
)的一个二阶中心点集

。

2 主要结果

记顶点
v
的邻集为N

U ,

设 S =C V (G )
,

记 N ( S ) 二 U N
U .

定理 1 o p g G有一个三阶中心点集 5
.

且若 ,5 1) 2则有
u , v o s 使得 (

u , v
)
e E (G ) , 若

S 二 魂。
。 , : ; , 。 :

}则可把习分划为 V
。 ,

V , ,
V

Z ,

使得 G (习)中的每个连通分 枝 C 都有 iV
,

V ( C ) g

V i且任何
u o V `都有 (

u , u` )必石 (G )
,

o镇 i ( 2
.

证明 只要证明 G连通且
。
> 3时定理成立即可

.

对每一、 V (` )
,

记 C
u

为 G (哎时 ) 中

,

的最大连通分枝的顶点集 合
,

C
。 二
丈v} U C

U .

对每一* V (G )定义
v
的

“
中心度

”
抓 v) 为
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g (
。
) =

。 一 }C
U

!

当 !C
。

1(
,
/ 2

,

否则
。

显然叭的 > 1当且仅当
v
是 G的一个割点 , 且若有

v 。

使抓
。 。

) = ,
则 S = {。

。
}就是一个三阶中

心点集
,

此时定理成立
。

现设任何 。 。V ( G )都有以 。 ) <
,
/ 2

.

记。
是使得 }C

。

}达到最小的顶点
。

于是 ! C
。
}> 叮 2

。

记 B为 G ( c二)中含有顶点
。的二连通分枝 ( 见图 2 )

,

则对每一沉 v (G )都 有 c
。
n v (。 )

铸价
.

事实上
,

若二V ( B )则显然有 c
。
n V ( B ) 铸九 若二 C么V ( )B 则在图G ( {

。
} )中 必含有

一个包含x 二 V ( B ) U口
“
全部顶点的连通分枝

,

如果这不是个最大连通分 枝
,

则 有 C
o

=c

c
。 ,

但这和
:
的有关假设相矛盾

,

故 c
。
二 x , 若

。 。。颧叮G (面 )中必有一连通分枝 包 含

c二的全部顶点
,

因 ! c
“

}>
n
/ 2

,

故 c
。
二 c ;二 v (: )

.

现设 m = 】V ( )B }
.

若 m = 2 则 S = V (助就是定理所求的中心点集
.

若二洲则 “ 必有CH
,

设为帆
,

vl, 一
” 。 一 : ,

叼
·

以后 记 艺仁
` 。俩 ) 为 粼

.

对 任何

o 成 i < j < m 一 z及 (
v ` , v j )

。 E ( B )据外单面性可知
,

任何k: < i 或 k
:
> j

,

及 i < k
:

< j 都 有

(
v k , , 。 ;

2

)必 E ( B ) (见 图 3 )
,

因此边 (。 i
, 。 z )的

a
碎度

”
值

:

” 一 艺:

m “ x
(艺:或

当 j == i + 1
,

称 一 艺: ) 否则

夕..声、.、
、

一一

` 、̀2
;
J

. J

:`了.、乙“

图 2

F 19
.

u ,

C u

U ,

不口

C u

B

a n d B

图 3 二连通 分枝 B

F i g
.

3 T il e b i e o n n e e t e d

C o m P o n e n t B

是G ( { vi
, 。 j } )中含有 B的顶点的最大连通分枝的尺寸

.

不失一般性
,

设

h ( 0
,
k ) = m i n {几( i

,

j )
:
(
v ` , v j )

。 E ( B ) }

若* (0
, 、 ) <

1:
/ 2贝临 二 知

。 , 。 ; }就是满足定理要求的中心点集
.

否则不妨设” (0
,

的 = 艺扮
` .

记。 `
为从

。 。

出发
,

沿路径 (
。 。 , v 工 , … ,

vk
_ ,

)走
,

经一条和
。 。
相关的边能够到达的最 远 的

顶点的号码 , 对。 < i < k
,

记 i /
为从

。 `出发
,

沿路径 (
。 i , v i+ : , … , v ; )走

,

经一条和
v i 相

关的边所 。。到达 。勺最远。勺顶点 l均编
一

号
.

于是 ;寸。、 *< k都有乏 ;二;
`
<

:
/ : (不然 的话

,

就
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会因为 h ( i
,

i尹 )
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=

鲜 r
`

< h(0
,

的而和关于h( 。 ,

k) 的假设矛盾 )
.

令船。 ,

0,
,

l0,
, … 作考察

,

记使艺{
` 一 `

>
。
/ 2成立的第一个伪

: ,

于是 艺犷
`
<

。
/ 2

,

习二: :
’

<
n
/ 2

,

艺:,+-l
:
<

n
z 2

.

分别记
v 。 , 。 , , v r ,

为
: 。 , 。 L , 。 2 ,

则 s 二 { “
。 , 。 : , 。 :

}是个中心点集
,

(
u : , 。 2

)
。 E (G )

.

记 X 。 = {。
, + 1 , 。 : + : , … , v ; z 一 :

}
,

X : = {
。 r , + , , 。 r , 十 2 ,

,

二 , 。 。 一 1

}
,
X

: = {口 : ,

U : , … , 。 r 一 :
}

, 。 (: )里含x `的顶点白勺连通分枝的顶点集记 为 v :
.

从。 中删去 , 及
口

v厂

的各顶点后所得的子图中
,

含有 N
“ ` 顶点 的 各 连通 分 枝 的 顶 点 集 之 并 集 设 为

衅
`+ , , 。 od 。

( 见图 4 )
,

令 V ` 二 v厂u v犷
,

则 v
。 ,

V : ,

玖是满足定理要求的厚的一个 三 分

划
。

口

图 4 5 的三分划

F 19
.

4
.

T h e 3
一
p a r t i t i o n i n g o f s

易于改写 H
o p c r o ft 算法

〔 3 ’ ,

对 G作先深遍历
,

后序地输出 G的各二连通 分 枝 和割

点
,

计算各个抓 v)
,

算出B和 B的 H C及各个 h (艺
,

j )
,

最后确定中心点集 5
.

我们得下述推

论
。

证明从略
。

推论 1 可在 0 (
: 2

)时间内求出oP g G的三阶中心点集
。

口

设 S二 V ( G )
,
A二 S

,

且 s\ A中的顶点之间无边
,

考虑尽量 含有 A而不含 \S A 的 顶 点

的 G的V C集的最小耗费CW (G洲
,

)S
:

CW ( G
,

A
,

S )
=
习

“ 。 , 。 、 ( 、

又
, ) C (

u
) + 万 ( G ( S日N ( S \ A ) ) ) ( 1 )

( l) 式右边的第一项表示必属于这种 V C集的顶点的权和
,

第二项表示删 去 这 些 顶 点 及

必不属于这种 VC集的顶点的邻集顶点之后
,

所得的导出子图的 M V C耗费
.

于是有
:

IV (G ) = m i n { CW ( G
,

A
,

S )
: A二 S }

·

( 2 )

若每次都选 S为图的中心点集
,

则可利用 ( 2 )
,

以分治术求解M V C问题
.

把这种想法用到 oP 夕 G上
.

据定理 1 ,

】sl ( 3
.

最复杂的情况为 S = 凌。
。 , : , , : :

}
,

( u
: ,
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uZ
)` (G )

,
.

且V
。 ,

V
, ,

V
Z

是满足定理要求的厚的一个三分划
.

记 :

V
。 : 二 V

。

\ N
。 工,

V
。。 二 V

。

\ N
。 2

V , 。 二 V八N
。 。 ,

V
, : = V

,

\ N
u : ,

V , 。 : = V
,

\ N ( {
u 。 , 。 2

} )
,

V : 。 二 V :
\ N

: ,。 ,
V : : 二 V :

\ N
。 : ,

V Z。 , = V八N ( {
u 。 , : : } )

.

于是有
:

平 (` ) 二 。 i n { 艺髯
。

(
c
(
。 、 ) + W (G ( V` ) ) )

, 。
(
u :

) +
e
(
: 2

) + 艺
U: 、 。 。 e

(
v
) + 平 ( G (V

: 。

)

+ 平 ( G ( V
, 。

) ) + 万 (G (V
。

) )
, c (

u 。

) + 艺
。 : 二 : ; c

(
v
) + W ( G (玖

,
) ) + 平 (G (V

:
) )

+ W ( G (V
。 ,

) )
, c

(
u 。

) + 习
U。 、 “ : c

(
”
) + W (G (V

:
) ) + 平 ( G (V

; 2
) ) + 平 (G (V

。 2
) )

,

艺
。 。 、 `

{
。 。 , 。 ,

} , “
(
”
) + 平 ( G ( V

Z。 :

) ) + W (G (V
, 。

) ) + W (G (V
。:

) )
,

习
U· 、 ` {

:: 。 , 。 2

}
, `

(
v
) + W ( G (玖

。

) ) + 平 ( G (V
, 。 2

) ) + 平 (G ( V
O Z
) ) } ( 3 )

对 ! S卜 1和 15卜 2也可列出类似于 ( 3 ) 的方程求W ( )C
,

合称这些方程为方程 组

( 3 )
。

命题 一〔 ` ,
设 a ) 1

, , : , , : , … , , ; 是 正 整 数
,

艺令
n ` = : ,

且对每 个 1蕊 *《 。 都 有

, 、 <
,
2 2

,

贝lJ艺令
,

梦《
2 (

,
22 )

a .

口

命题 2 〔` 〕
记 Pl f 夕的折点个数为b (夕)

.

设尹
:
和几都是 Plf

,

则石( f
, + 几) ( b ( f

:
) + 西( f

:
)

且乙(m i n ( f
, ,

厂
2

) ) ( b ( f
:

) + b (几) + 1
。

口

定理 2 可在 O ( sn )时间内算出oP g G的M V C集
。

证明 设用方程组 ( 3 ) 求解所费的时间为 T ( n)
。

用 数 学 归 纳 法 证 明 T (的 =

O (
: 3

)
。

在
,
小的时候

,

这是不成问题的
,

即有常数 d
;

使得 T ( n) 镇 d
:

sn
。

关于 归纳步证明

如下
:

最坏情 况显然在 15卜 3时出现
。

注意到 ( 3 ) 式中玖伍二 iV j二价对一切。 ( f
,

j
,
k镇

2
,

f祷 j铸 庵
,
f手 k真

.

故以 ( 3 ) 式求各平 ( G (V i ) )
,

W (G (V ` s ) )
,

W (G (V 、 s。 ) )至多费去

4 倍于求W (G (厚 ) )所需的时间
.

设 G (习 )是由尺寸分别为
n : ,

、
,

…
,

雌的 连 通分 枝组

成
,

于是有艺卜
、 一 。 一 3

.

据定理 : ,

对 1 ( ;、 k有
, ` <叮 2 ,

故

T (
:
)镇 4 艺令T (

, ` ) + 、 (
。
)

这里 d( n) 是其它操作所费的时间
,

即
:

求 G的中心集点 S
,

对刃求分划 V
。 ,

V : ,

矶
,

求 邻

集
、

交集
、

并集和顶点的权和等
,

这都可在 O (矛 )时间内完成
。

故有常数d2 使得

r (
:
)提 4艺今T (

, ` ) + 、 : : “

《 4、 : 艺令
,

:
+ 、 Z n ,

( 归纳假设 )

( 4 d : .
( 2 ( (

n 一 1 ) / 2 )
”
) + d Zn Z

( 命题 z )

所以
,

只要令 d ,
> d ; 即有 T (

:
) ` d ; , ” ,

口
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下面讨论
。
是参数 t的线性函数时的情况

.

设尺寸为
:
的Po 夕 G的W (C

,

)t 的折点 个数

至多为权
,
)

.

利用方程组 ( 3 ) 可 以得出

定理 a 石(
n
)

= o (
n l o g , ” )

.

证明 施数学归纳法于
n .

只要讨论归纳步即可
.

最坏情况仍出现在 ! S ! = 3的时候
.

对于 。 ( f镇 2 ,

令 l犷` I = : i ,

于 是 艺:
: ` = : 一 3 , 。 i <

n
/ 2

.

注意 ( 3 ) 式中参加 m i n
运 算

的有 6 个项
.

每项里顶点权求和所得的函数的折点个数为 。 ,

据命题 2 ,

艺: w (G V( 、 )
,

均的折点个数囿界于艺:“ (n
`
)

,

其余各项的折点个数也不超过这个界
.

故由命题 2 有

石(
n

) 《 6习:西(
n `
)
+ 5

《 6 . ( 2
.
( (

, 一 l ) / 2 ) 1
0 9 , , , + 5 ( 命题 1 )

簇 (
, 一 z ) 1

0 9 “ ` , + 5 (
n l

o g “ , ,
( 只要

n
够大 ) 口

用参数
、

函数值对偶序列表示 lP f f如下
:

〔k ; ( 0
,

f ( 0 ) )
,

( t
: ,

f ( t
,

) )
,

…
,

( t掩
, ; ,

f ( t吞
+ ,
) )〕

其中 k是尹的折点个数
.

, , < t Z… < kt 是 f的折点
.

执行求和运算 艺介
`时

,

先对 f{
: ,

f :
, … ,

f二 }排序
,

使得
: : ( ” : 提 … 《 : 二 分 别是 厂

: ,

f
Z , … ,

厂。 的折点个数
,

对 1长 j < 二
,

求艺 {f
`之

后下一步求艺 {f
`+ fj

十 , .

于是保证能在。 (淤 + 艺叮
, ` )的时间内完成 艺介

`的运算
.

设 按

这种方法使用方程组 ( 3 ) 求尺寸为
n的 oP 牙 G的M V C解所费的时间为 T P ( n)

,

则有

定理 4 T尸 (
,
) = o (

。 1
0 9 “ ` 2

)
.

证明 设 G (厚)由尺寸分别为
n , ,

、 , … ,

%的连通分枝组成
。

和定理 2 相似
,

有

T尸 (
,
) 、 4艺全T : (

n 、 ) 十 。 (
n ` 0 9 2 ` ,

) ( 4 )

且 艺令
, `镇 : 一 1 ,

对每个 1 ( *镇 k
, , ` <

:
/ 2

.

( 4 )式右边中的第一部分表示递归 调 用 方 程组

( 3 )所费的时间
,

第二部分表示求和及求最小者等所费的时间
。

据此易知定理成立
。

口

3 注 记

设 k是某个常数
。

如可在多项式时间内求出 G及其子图的 k阶中心点集
,

则M V C问题

就可在多项式时间内求解
.

问题
:

( 1 ) 除
。 P g之外

,

哪类图有这种性质?

( 2 ) b (
n
)的贴界为多少 ?
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