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摘 要

研究 B a n a c h空间中一类非光滑最优化问题的最大值和解集与光滑最优化 问题 的最大值

和解集之间的关系
,

得到了一系列结果
。

关键词 光滑最优化
,

非光滑最优化
,

最大值
,

解集
, B a n ac h空间

1 符号
、

假设和问题

1
。

1 本文符号

设 ( D
,
d ) 是度量空 间

,
D 〔 X

,

f
, g : , … , g 二 : X ` lR ( 数直线 )

,

河表 A 的闭包
。

g ( x ) = m i n { g :
( x )

,

…
, g 。 (

x
) } (

x o X )
, F (

x
) 二 m i n { f ( x )

, g ( x ) } ( x o X )
,

M == m a x { F ( x ) }x
o D }

,
`

M : = m a x { f ( x ) }x
o D }

,

M : = m a x { 夕 ( x ) {x
o
D }

,

二 = m i n 玉夕 (
x
) 1

x o D }
, 」。 = M

。 一 二 (M
。
》 M :

)
,

D
: = D 一 D : ,

D
: 二 弋x l

x o D
,

f (
x
)簇 g (

x
) }

,

几: = m a x { f ( x ) } x o D
:

}
,
久: = s u p { g ( x )】x o D : }

,

D (久) = { x lx
o D

, 夕 (
x
) 》 几 }

, , (几 ) = m a x { f (
x
) l

x o D (久) }
,

E (又) = { x
}
x o D

, g (
x
)> 久 }

,

D 带
(几) 二 { x 】x o D (几)

,

f ( x ) = 中(几) }
,

D 带
( f ) = 王x }x

o D
,

f ( x ) == M : }
,

D萝( f )
= {

x
l
x 。刀

: ,

f ( x ) = 久
:

}
,

6
:

(几
,

又
。

) = s u p {d ( x ,
D (几

。

川
x e D (几) }

,
6

:

(久
。 ,
几) 二

s u p { d ( x ,
D (久川

x o D (几
。

)卜
,

占:
(几

,
几

。

) = s u p {d ( x ,
D (久

。

) ) + d ( x ,
D (几川

x o D (几) U D (几
。

) }
,

6余 (久
,
久
。

) = s u P { d (二
,
D 奈

(久
。

川
x o D 带

( 几) }
,

I = 哎1 , 2 , … , 二 }
。

1
。

2 本文假设

假设 I 设 ( D
,
d ) 是 B a n a e h空间 ( X

,

}1
·

}1) 中的紧集D 构成的度量空间
,

d ( x , 夕 )

= }lx 一 对 }1
,

f
, g ; ,

…
, g 二 : X , R` ,

连续
,

在 D上处处有梯度
,

且

二 = m i n
(夕 ( x ) {x

o D 于= m i n { f ( x ) lx e D } = m i n {夕
,

( x ) !二
。
D }

= … = m i n { g 二 ( x ) ! x o D }
。
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假设 兀 几
,

> 试 x)
`

(二D
Z

)
。

假 设 班 久
,

> 厂(劝 (二 D Z
)
。

假设 砰 口具有性质
:

饥(又
,
久分 )` 0 (几* 护

,

众 ( 二 co
,

M
Z

〕)
.

假设 V 〕 x : 。 D
, ,

使夕 (
x 工 )> 夕( x ) (

x o D
:

)
。

1
.

3 本文研究的问题

问题 1 m a x F (劝
,

其解集记为D 带 ; 此问题
,

_

一般为非光滑问题
.

x 〔 D

问题 亚 光滑问题

厂( x) 一 丸妻 0

g ` (
二
) 一 ; ) o ( i。 I )

,

其解集记为 ( D犷
,
几,

)
.

X.a
,,L

m.S
了.,,、..,、

问题皿 光滑间题

{
n l a X

s 。

t
。

f (
x
)

g ` (
x
) ) 久( 1

0 1 )
,

其解集记为D 带
(丸)

.

问题 W 光滑问题

11】a X

工 6 D

f (
x
)

,

其解集记为D 令 ( f )
.

2 问题 I 与 五
、

l
、

W间的关系

下面的定理 1 ~ 3 及其系分别阐述问题 I 的解集 D 来 和最大值M与 l’de 题 I
、

l 和

W的解集和最大值之间的关系
。

引理 1 若假设 V成立
,

则有

( 1 ) 当 〕 x : 。 D
Z

使几
,

( 口 (
x :

)时
, 甲 (又)在丸

2
处不连续

。

( 2 )
.

当卿 (凡)在棍处连续时
,

有① 假设 ! 成立 , ② 丸 ) 棍
。

证明 ( 1 )由假设和从定义
,

有丸
;

( 试 x :
)簇从

。

现分二种情形证明
:

i ) D (又
:

) 自D
: = 功: 这情形由丸

2

定义
,

有口 (
x Z

) < 久
2 ,

且 V 久。〔口 ( x Z

)
,
久

:

)
, 〕 x 几。 D (丸)

n D
Z 。

从而 由D (劝
、

D
:

和诚劝定义
,

有

几: 《 夕( x :
) ( 几( g ( x ; ) < f (

x ; )簇 , (又) ( 又
。〔刀 ( x :

)
,
久

2

) ) ( z )

但由棍
、

D (劝
、

袱 幻定义和假设
,

有

甲 (几) ( 久
:

(又
。
以

2 , 口 (
x :

)〕 ) ( 2 )

( 1 )和 ( 2 )说明这情形诚幻在棍处不连续
.

ii ) D ( ,
:

) n D : 寺价
:
由假设推出这时有 ,

:

<抓 x :
)

.

现令才
。 D (、

么
) n刀 2 ,

由 , :
,

丸
、

D Z ,

诚劝定义和侧劝单调下降性推出

*
,

( g ( x :

) ( 夕 (
二

曹) < f (
二

曹) ( ; ( ,
2

)镇 , ( ; ) ( 久。 ( 一 。
,
;

: 〕 ) 3 )

且 中 (几)毛久, ( 又
。
(久

: , 夕 (
x ,

)〕 )

( 3 )和 ( 4 )说 明这情形试劝在几处不连续
。

( 1 )证毕
。

2 )①由 ( 1 )直接推出 , ( 2 )②由 ( 2 )①直接推出
。
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引理 2 若 M
,

毛M
: ,

则引理 1 的结论成立
。

证明 设 xl o D 使叭
x ,

) 二 M 2’. 但由M
,

和 D
Z

定义有 g( x :
) 二 M

:

) M
,

》 了( x) > 抓 x)
·

( x6 D
Z

)
.

这推出 xl o D : .

即假设 V成立
。

由引理 1 知结论正确
。

引理 3 设 A二 D
,

则 d( x ,
A )是 D 上的连续泛函数

。

证明 V 二 D
,

V 。 > 0 ,

设班 D 满足 d ( y ,

x) < 。 。

易证

d ( y
,
A ) 一 d (

x ,
A )簇 d (夕

, x
)

·

( 5 )

和
、

d (
x ,

A ) 一 d ( ,
,
A ) ( d (夕

, x )
.

( 6 )

从而 }d (刀
,

A ) 一 d ( x, A ) } ( d ( g
,

x) < `

引理 4 若 D是紧度量空间
,

:g D ` lR 在D上连续
,

则

占
:

(久
,
几
。

) “ o ( 几, 久
。 ,
沐( 久

。 。
( 一 co

,

M
Z

〕 ) ( 7 )

证明 用反证法证明
.

因若否
,

由氏(久
,
久
。

)定义
,

知存 在
。
> o ,

礼* 丸
。

(
n一 co

,

久
。
< 久

。

)
, x 。 。 D (几

。

)
,

满足 d ( x 。 ,
D以

。

) ) )
“ .

但 D 是紧空 I’ed
,

故 有 { x , i } C 王x
n

}
,

使

x . ` 。 x 。 。 D ( f * co )
. `

由引理 3 ,

有 d ( x 。 ,
D 。

。

) ) = l i m d (
x ,:

_

,

D ( 久
。
) ) ) 。 。

即

x 。 ` D (几
。

)
.

但为
:

.

。刀 (久
,

.

从而

g ( x 。

) < 又
。

)
,

即 g ( x ,:
.

) ) 丸
,

: I

g ( x 。

) = l i rn 夕 (
x 。 `

,一 , 囚

而沐
, ` 叶义

。

( i一 co
,
义

n ` < 久
。

)
,

且 g 连续
,

) ) 凡

( 8 )

故有

( 9 )

( 8 )与 ( 9 )矛盾
.

引理得证
.

引理 5 在D为紧度量空间
,

:g D * 尸在D 上连续
,

且之
。。

(
一 co

,

M :
) 的条件下

,

有 占:
(又

,
几
。

)一 o (几, 久
。

)份
D (几

。

)二 刃 (久
。

) ( I Q )

特另lJ地
,

当凡乓 〔次 ,

M
:

)时
,

有

假设 F成立 < =乡 D (几
余
) = 刃(沪 )

.

( n )

证明
,

( 2 0 ) 冲
:
令几* 久

。

(几> 久
。

)
.

因占
:
(丸

,
沐
。

) * o ( 几* 久
口

)
,

故

占:
(几

。 ,
几) = 占

2

(又
,
久
。

)一 。 ( 久̀ 久
。 ,
久> 沐

。

)
。

这推出 D (又
。

) = 刃(久
。

) (久
。 。

( 一 co
,

M :
) )

.

今
: 由引理 4 ,

知只须对久, 几
。

(久> 久
。

) 情形进行证明
。

用反证法证明
。

若否
,

则

日。 > o 和久。 杏久
。 ,

使

。 ;
( ;

。 ,
久n

) = 。:
(沐

。 ,
久。

)>
。

’

( 1 2 )

但D 紧
, g连续

,

推出D (几
。

)紧 , 又由引理 3知 d ( x
,
D (久

。

) )在D 上连续 , 故 〕 x 。 。 D (几
。

)
,

使 ` ( x n , D ( *
。
) ) 二 。、 ( , 。

,
, ” )> 。

`

( 1 3 )

但 D (几
。

)紧
,

故 〕 { x : ` } =C { x n

}
,

使

x * i 一` x 。“ D (久
。

) ( i , “ ) ( 1 4 )

而由凡
:
毒丸

。 ,

推出

D (久
。

) =C D (几
。 , :

)=c … c D (沐
。

) ( 1 5 )

由 ( 1 3 ) 和 ( 1 5 ) 推出
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d (
x .,

D (久
。
) ) ) d (二

。 , : ,
D (几

。 + :
) ) ( V 。 )

和
`

d ( x m ,
D (久

。

) ) ) d ( x 。 ,
D (久。 ) ) ( ” 《 二 )

由 d (
x ,

D (又
n

) )连续性
,

( 2 4 )
,

( l了 )
,

( 2 3 )
,

得

d (`
。 ,

D ( ’
·

) ) ”

恕
“ ( x · : ,

D ( “
·
) )

) l i m

但义
。

备义
。 ,

D ( 凡
。

) = 刃 (久
。

)
,

故

D (几
。

) = 刃 (久
。

) = U

d (
x , ; ,

D (孟
” i ) ) )

`
(V

,

)

D (浇
。

)

由 x 。` D (又
。

)
,

( 1 9 )
,

( 1 5 )和 久,
杏久

。 ,

推出〕 , , i ` D (沈
n s )

,

使

d (`
。 ,

D (孟
, e ) )《 d ( x 。 , , 、 )” 0 ( i` co )

( 20 ) 与 ( 18 ) 矛盾
。

即钾得证
。

从而 ( 10 )证毕
. ’

而 (
.

n ) 是 ( 10 ) 的特例
,

故也成立
。

引理 6 在假设 I 下
,

6气久
,

久
。

)和 甲(幻有

( 1 ) 当 九。
(
一 co

, 二 ) 时
,

在点丸处连续
,

即

① 占.
(只

,
义
。

) , o (兔” 浇
。

) , ⑧ 甲 (浇)` 争 ( 4
。
) (久~ 久。 )

-

( 2 ) 当又
。 。 〔二

,

M Z〕时
,

在久
。

处左连续
,

即

① 占带 (几
,

又
。

)~ o ( 又̀ 又
。 ,
几( 又

。

) , ② 中 (几)` 中 (浇
。
) (元̀ 久

。 ,
之< 几

。

)
。

证明 ( 1 )因几月
。 。

( 一 co
,

咱时
,

D (久) = D (又
。

) = D
。

这推出 D 带
(几)

= D 来
(又

。

)
,

诚 劝
=
诚又

。

)
.

从而 ( 1 )成立
。

( 2 )① 用反证法证明
。

若否
,

必存在 6> o ,

久
,

个几
。 ,

、 。 D权振 )
,

满足

d (
x 。 ,

D 命
(又

。

) ) ) 占( V
n
)

而D 是紧空间
,

故 〕 { 场 i 》 =C <` }, 使得

3 5

( 1 6 )

( 1 7 )

( 1 8 )

( 1 9 )

( 2 0 )

( 2 1 )

介
.

` x 带 ( i” co )
:

而由 久
” i 个久

。
和引理 4知 x 带“ D (久

。

)
·

由 D (又
。

) C D (久
! : ` )推出 f ( x · 、 )一 甲 (几

” 、

( 2 2 )

) ) 甲 (久
。

)二

、 .了、 .产、 .护」
nJ盛往ù产a今自,曰勺习

了、̀ `.r、了.、

户
.

由 f的连续性
,

得

子( 丫辛 、 = 11 tn f ( 犷
.

、乏 f .

` - ) .

由
x . o D (几

。

)和户定义知

f (
x 来

)蕊 f .

由 ( 2 3 ) 和 ( 2 4 ) 知 f ( x .
) 二 f气 即 x 今` D . “

。

)
。

这与 ( 2 2
’

) 一起得

d (
` n ` ,

D 命
(又

。
) ) , o ( i今 co )

( 2 5 ) 与 ( 2 1 )矛盾
.

即 ( 2 )①得证
.

( 2 )② 由 g连续推出 D (劝是紧空间 D中的紧集
,

又 f 在 刀 上连 续
,

故 V : > O
,

〕创
。
) > 0 ,

使得 v x , , e刀
,

d (
` , , ) <叔约时

,

有汀树
二 f (妇 }令

, 且〕狱
“ D (几)使得

f (x * ) “ ; (几)
.

由引理 4知 〕几(
“
) < 孟

。 ,

当兄`以 (
`
)

,

凡)时
,

有古, (沐挤。 ) <占(
e
)
·

这 推 出
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三y , 。 D似
。

)使 d〔x 通沼几 ) < 6 (
:
) (几

。
以 (

。
)

,

久
。

) )
,

又由D拟
。

)亡D 归 ) (之
。
以 (

。 )
, 又。 ) ) 及 华似 )

定义
,

有

}切 (久) 一 切 (又
。

) l = f ( x只) 一 甲 (久
。
)

粗 f (
x .) ) 一 f (打 ; ) <

。
(又

。以 (
。
)

,

又
。

) )

即 ( 2 )②成立
。

公凳 定理 1 在假设 I 下
,

问题 1的解和叭劝
,

随着义左逼近于沪而分别逼近于问 题 I

的解和侧沪 )
,

即

( 飞 ) 己带 (几
,
久带 )` o ( 久̀ 久气久< 久

.
) ,

( 2 ) 诚幻` 诚沪 ) (久̀ 护
,
久< 沪 )

.

证 明 因丸、 〔二
,

M刃
,

这是引理 6 中 ( 2 )的特殊情形
,

故结论成立
.

定理 2 在假设 I 和万 ( 协D (久粉 二刃(久
.
) (孟、 〔m

,

M :
) 情形 ) ) 下

,

问 题 l 的解和

诚久)
,

随着几, 久权舫 (一 co
,

M : 〕)而分别趋向于问题 I 的解和袱沪 )
,

即

( i ) 6辛 (之
,
久令 )` o (久, 久

.
(久
。
(一 ”

,

M : 〕 ) ) ,

( 2 ) 切 (又) , 动(久
.
) (浇, 久

命
(久

。
(一 co

,

万 2〕 ) )
.

证明 由引理 6 知本定理只须对几̀ 久气几> 久粉情形进行证明
,

而有假设 万
,

这情形

的证明和引理 6 的证明是类同的
。

从略
。

引理 7 若 g 是紧凸集D 上的连续凹泛函数
,

则 D (又
。

) 二 刃〔久
。

) (凡。
( 一 co

,

M
Z

) )
.

证明 由D 紧 g 连续推出D 。
。

)紧
,

又 D “
。

)。 E “
。

)
,

故

D (几
。

)二刃 (又
。

) ( 2 6 )

又 由D 紧 g连续推出 D (M
Z
)今功

.

取 夕。D (M
Z

)
,

V x 。 〔D 娜
。

) 一 E归
。

)〕
, a 。

( o , z )
,

由 几

< M
Z ,

D 凸和夕是凹函数知

g (
a 夕 + ( l 一 a

)
x
) )

a 夕 (夕 ) + ( l 一 a
)夕(

x
) > g (

x
)

= 久
。

(
a 。

( o , z )
; 即

a , + ( l’ 一 a
)
x ` E (几

。

) (
a 〔

( 0 , l
`

) )
.

这推出二刃(又
。

)
.

从而推出

D (几
。

)已石 (久
。
) ( 2 7 )

由 ( 2 6 ) 和 ( 2 2 ) 得

D (久
。

) 二 刃( 又
。

)
.

定理 3 在假设 I 下
,

问题 I 与 I
、

万
、

F 的解集和最大值有下面关系
:

( 1 ) 丸, 二 河 ,
( 2 ) D一 D萝二 D ,

(丸
,
)今 功,

( 3 ) 假设 I 。 久, = M 二 ; 、 = 甲 (久
,
)

,

且 D ` = D了
= D ,

(沪 ) 二 D入f) ;

( 4 ) 假设 皿。 护 一 M =

支
: 一 中 (沪 ) = M : ,

且 D , = 刀犷
二 刀 ,

(沪 ) 一 D孰f)
= D , f( )

.

证明 ( 1 )因厂
, g , , … , g 。 连续

,

推出 F 连续
,

又 D 紧
,

故D 带午价;
类似地 可推出

( D萝
,

护 ) 午功
.

而由问题 l 和沪的定义推出M簇沪
.

但由M的定义
,

当 ; > M时
,

不满

足问题 l 的约束
,

故 M ) 沪
.

从而有沪 = M
.

( 2 ) 由M的定义和护 = M
,

推出
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刀
” 二 丈川二 D

,
F ( x)

= M }
=

(川二 D
,

:1( x)
二 沪 }

=
,

{ 二 l
二。刀

,

f (
x
) ) * , , g :

(
x
) ) ;气 … , g 。 (

x
)梦 , ,

卜 D宁
’

( 2 5 )

由 D紧
, g 连续

,

M 二沪
,

推出D (久勺 今功且紧
.

而 尹连续
,

故

D气护 )今功
` ·

( 29 )

由材 = 久带和 D
:

与D 叮久粉定义
,

知当 D (几勺 门D
:
今价时

,

有
卜

少 (沪 )二 (D 沪 ) 门从二护 (80 乡

而当 D (妙 ) n D
。 二 功时

,

有

D气护卜 D 带
· 一

(川
( 3 2 )

、

( 3 0 )
、

( 2 9 )和 ( 2 5 )一起证明了〔 2 )

( 3) 还满足假设 I 时
,

由M定义推出D `二 D : ,

尹 二 M 、 久: * 诚几` ), 从而有 D帝 =

才
一

伊 (沪卜可 f()
, 即 “

冲
”
得证

.

反之
,

由妙 一 M 一 , :
,

D ` 二 D ` ( ;
,
) 一 D萝f( )

推出假设 l 成立 ; 小口 “
今

”
得证

。
旅

( 4 ) 还满足假设 至时
,

由M 的定义推出 护 二赶 = 丸= 以 ; ,
) =

J
: ,

且 D ` = D于
=

护 (川
二

可 f()
· 刀 ,

(f)
; 即

“
乡

”

得证
.

反之
,

由沪 = 对 一 “ : 一甲 (沪 ) 二 M : ,

且D , -

D , “ )
= D孰f) 推出假设 l 成立

; 即 “
今” 得证

.

系 1 在假设 I 和 V下
,

若诚幻在 久:
处连续

,

则有 沪 二 孤二
:

丸” 械沐粉
,

1

且
`

D
带 =

D宁
二 D ,

(:
,
) 二 D李( f )

.

证明 由引理 1 知系 1 条件已使假设 1成立
,

故 由定理 3 的 ( 3 )知本 结 论 成立
.

系 2 在假设 I 下
,

若诚劝在从处连续
,

且斌 ( M : ,

则系
·

1 结论成立
.

证明 由引理 2 知系 2 条件已使俱设 廷成立
,

从而申定理 3 的 ( 3 )知本结论成立
·

系 3 把系 1 和 2 中的
“ 子 (劝在人处连续

”
换为

“
假设W成立

” ,

其余不变
,

结论

仍成立
。

证明 因由定理 2 ( 2 )知叫劝在尹处连续
,

又沪 二 m a
x{ 久, ,

又2
}

,

故假设 亚成立
,

从

而结论成立
.

因若 假设 I 不成立
,

则 〕勺 。

几使斌
, :

) 》 又
: ,

因而 护 二 m a
x{ 几

: ,

儿} = 几
.

这样 由引理 1 的 ( 1 )知袱的在又
: 二 沪处不连续

,

矛盾
.

系 4 把系 l 和系 2 中的
“ 中(劝在人处连续

”
换为

“ M 二 M z’,
,

其余不 变
,

结论仍

成立
。

证明 由引理 4 知在假设 I 下
,

当护
= M 二 M

:

时
,

假设 W成立
.

因而由系 3 知结论

成立
· _

已 ` 仆 “
.

系 。 在假设 I 和 D (“粉 二 刃〔; ,
) 〔;气 〔二 ,

M
:

) )下
,

系 1 的绪论成立
,

. `

证明 因丸、 〔。 ,

M
:

)推出假设 V成立
。

由引理 5 的 (l l) 式知假设那成立
。

从而由系

3 知结论成立
。

系 6 在假设 I 下
,

若夕是紧凸集D上的凹泛函
,

且 久气伽
,

M刃
,

则系 1 结论成立
。

证明 由引理 7 知这时青D (几
,
) 三忍 (久

,
) (几粉〔耐声笼卿

J

砂御系粉知结论成立 ;
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3 小
·

结

本文在 B a n a c h 空间的紧集上分别证明了非光滑最优化问题 I 的最大值和解集 与光

滑问题 I
、

,
、

万的最大值和解集之间的关系
。

得到下列结果
:

( 1 )在假设 I下有
:

①问

题 I 与 I的最大值相等解集相同 ( 定理 3的 ( l )与 ( 2 ) ) , ②问题 1 在妙处的解集是问

题 I的解集的子集 ( 定理 3的 ( 2 ) )
, ③当几, 几

.
(久 <沪 )时

,

问题 工在 又处的解一致

收敛于问题 I 的解 ( 定理 1 )
.

( 2 )在假设 I 和 I 下有
:
问题 I

、

亚和 I 在沪处的最大

值相等解集相同 ( 定理 3的 ( 3 ) )
。

( 3 )在假设 I 和 W下有
: 当 又, 几权又

。
(一 co

,

M
Z〕 )

时
,

问题 I 在凭处的解一致收敛于问题 I 的解 ( 定理 2 )
。

( 4 )在假 设 I 和 l 下
,

问 题

I
、

l
、

W和 I 在沪处的最大值均相等解集均相同 ( 定理 3的 ( 4 ) )
.

( 5 )给出与假设

l 的充分条件有关的 6个结果 ( 定理 3 系 1一 6 )
。
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