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二元树结构的容错分析

姜 丽 帆

( 计算机科学系 )

摘 要 分析几种二元树结构的容错方法
,

给出了容错的重构规则
.

关健饲 二元树
,

并行处理
,

容错
,

重构

l 弓I 言

二元树结构是一种使用十分普遍的并行处理结构
,

互连方式简单而且规 则
,

便 于

V L SI 设计制造
。

为了在集成度增大时提高二元树结构的产量和可靠性
,

必须考虑 它 的

容错问题
。

在 N = 2掩一 1个处理器与k层完全二元树的 N个结点之间建立一一 对 应 关 系
,

完 全

二元树中有边相连的结点所对应的处理器之间连接一条数据传输线
.

这样建立起来的结

构我们称为N个处理器的二元树结构
.

把处理器简称为结点
,

数据传输线 简 称 为 连 接

线
。

采用 V L SI 技术
,

能够集成在单一芯片中的结点数越来越多
,

结点和连接线失 效 更

加难以避免
。

如果在 一些结点和连接线失效时芯片仍旧可以使用
,

芯片生产率将会大大

提高
,

芯片的可靠性也可有所增加
。

因为结点具有许多处理功能
,

而连接线只用于传输

数据
,

故结点一般比连接线复杂得多
,

失效概率也大得多
.

又因为连接线的失效可以看

成是所连接点之一失效
,

故我们以下只考虑结点失效的情况
。

二元树结构的容错问题己有过许多研究
( `

~ 3〕 .

容错方法一般都是采用引入冗 余结

点和连接线的方式
.

通过冗余结点和连接线将整个二元树重新构造 ( 也称为重构 ) 来避

井失效结点
.

重构之后的二元树结构若与原结构相同称为非降级重构
,

若与原结构不同

则称为降级重构
。

过去所获得的结果基本上属于降级重构
,

而本文着重讨论非降级重构
.

并提出若干

种重构方法
。

其中重点讨论在应用中最具有实际意义的单结点失效的情形
,

并给出了具

体的计算规则
。

2 单结点失效时的容错方法

文 〔 1 〕中证明了单结点失效时降级重构的容错方法
.

这里提出一种非降 级 重 构方
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案
。

为了在单个结点失效时实现非降级重构
,

我们必须至少加一个冗余结点
。

我们采用如下方法来构造一棵单结点失效时的容错二元树结构
:

首先引入一个冗余

结点
,

并把它与根结点及其儿子相连
.

然后
,

把所有结点与其孙子结点利用一条冗余边

相连 ( 图 1 )
。

把除冗余结点之外的所有结点这样连接
:
若一个结点的两个子树都不包

图 1 N 二 2 , 一 i个 点的单结点出错的容错二元树结构

F i g F a u l f一 t o l e r a n e e i n

f o r N = 2 5 一 1 o f n o

、
结点的单结

b i n a r y t r e e a r e il i t e e t u r e w i t h o n e
fa i l e d n o d e

d e s

含失效结点
,

则技原有方式连接 ( 即通过活动线连接 )
,
若其中一个儿子是失效结点

,

则这个结点应连至该失效儿子的两个儿子
,
若该结点的两个儿子皆有效而有一子树中的

一个结点失效
,

则该结点连到该失效子树的根结点和该根结点的有效儿子结点 ( 在此假

定
`

根结点的两个儿子结点中有一个失效
’ ,

否则总可把
“
该结点的两个儿子皆有效

”
的

假设推移到下层直至
` ’

所述情况出现为止 )
。

若根失效
,

则冗余结点与根结点的 两 个

JL子相连
,
若根有效而一个子树有失效结点

,

则冗余结点与根结点及其无失效结点的子

树的根相连
,
失效结点不与任何结点相连

.

与此同时
,

断开该失效结点与其两个子结点

和父结点的活动连线
,
断开该失效结点的兄弟结点与其父结点的活动连线

,

断开其父结

点的兄弟结点与其祖父结点的活动连线
.

依次类推直到最高层
。

这就是该容错二元树结

构的重构方法
。

如果采用 H一树的构造方法
,

该结构易于 V L SI 实现
。

N 个结点 的上述结

构的冗余边数等于 N
.

由于单个处理器失效概率大于多个处理器同时失效概率
,

因此
,

这种结构是十分有用的
。

下面给出对一般情形按上述重构方法重构时用以编程的规则
。

设二元树结构共有
,

层
,

则第
“ 层的结点自左至右可用符号

“
,

。
表 示

,

其 中
。 = 1 , 2 , … , , ,

夕
。 二 1 ,

2
,

一 2“
一 ’ .

假定结点
a ; i ( k 。

( 1 , 2 ,
一

,

N )
,

f。 ( 1 , 2 , … 2 兀 一 ’

) )失效
.

则重构规律可表示如下
:

1 )建立递推关系

J o 二 忿

当 j “
一 ,是偶数 ( 1 )

当 j , 一 ,

是奇数 拼 = 1 , 2 , … ,
存一 1

J.l
+

上一心白拌

..

é一:尸.:Jō
.

夕...̀...、

一一召
;
J!

2 )建立冗余连接规律
a 。 _ ; ,

, :

一 {
口掩+ 1一 Z f一

这里 ( k + z ) ( n
( 2 )

口左+ 1一 z`
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a掩一 “ + 2 , j 夕 一 : + 1 当 j “
一 :
是奇数

a k _ “ ,

j “
` ’ ` ’ ` ’

拼 = 2 , … ,
k 一 l

`
、
月
产、 .声qU月任

口碑,、了.、{a 点一 召+ 2 ,

j “ 一 2 一 1 当 ]’l , _ :

是偶数

当 j
Z

为奇数

当儿为偶数

a 。

为冗余结点
。

al,las,az,

其中
, … … 表示用冗余线连接

,

3 )建立活动线断开规律

口寿+ -

、.了、.矛户、 .了567
了̀、̀.、 毛矛口.、

这里 ( k + 1 ) (
。

口左+ i

夕..,、.、
、

ù
:J

. F

口

左a

a k l i

口 k
一 i + -

口 k , f一 i

当伪奇数
当 i为偶数

万夕...、̀...、

ǔ
.
几」

.

护
.

,
一

,

左a

。 、 _ , ,

,。

一 }
a卜 ; + : ,

s。
一 , 一 : 当 j ; 一 :

为偶数

a ;
一

; , : , s , _ : 一 : 当 j ; 一 :
为奇数

召 二 2 , … … ,
k 一 1

其中- 入甲表示活动线断开
.

从上述的规则可见
:

①当以
, `结点失效时

,

需连接k 十 2 条冗余线
,

断开 k + 2 条活动

线
。

即连接及断开线的数目仅与失效结点所在层的层数有关
。

②按上述重构规则进行重

构后仍保持原来的树结构
.

事实上
,

由 2 )及 3 )知道
,

第k 层与以下各层 的 状 态 除 了

用 a ` 一 : ,

j :
代替了 原来的红

, ` 之外 ( 见 ( 2 )
、

( 5 )
、

( 6 )三式 ) 一律保持原来的状态
,

也

就是说 第 k 层及其以下各层的结构与原结构一样
。

对 k 一 I层及其以上各层的结构来 说
,

由 ( 3 )及 ( 7 )式 知 道
,

外
一 2 ,

j : 代 替 了 原 来

的 a吞_ : ,
j :

,

并与第 k层的两个结点相连 ( 其中一个由 ( 3 )式决定
,

用冗余线相 连
,

另 一

个由 ( 7 )式决定
,

用活动线相连 )
,

类似地
,

九
_ 。 ,

j : 代替了原来 ak
一 : ,

j
: ,

…
, a 川 代替

了原来的几
, , k _ : ,

且皆与下一层的两个结点相连
,

另由 ( 4 )式知道冗余结 点
a 。

代替了

a : , : ,

且与下一层的两个结点用冗余线相连
.

与此同时
,

( 3 )
、

( 4 )式所没有涉及的结

点都保持原来的连接结构
.

综上所述
,

重构之后
,

从层数
、

结点数及连接规律 上仍保持与原来的树结构一样
。

3 多个处理器失效时的容错方法

当每一层最多只出现一个失效结点时
,

〔 1 〕给出了一种容错结构
,

它利用每层结点

的平移法来实现每层的容错 ( 见图 2 )
。

这一二元树结构是按如下方法构造的
:
每层在右部加入一个冗余结点

.

每个结点都

与其左部相邻结点的两个儿子用两条冗余边相连
,

与其右部相邻结点的左儿子用一条冗

余边相连 ( 若右部相邻结点是冗余结点
,

则与该冗余结点的子冗余结点相连 )
。

每一冗



牵山天李李报 (自然科学版 j 第31卷

余结点与下
`

一层的最右 3个结点 ( 包括冗余结点 ) 用冗余边相连
。

了
一

\扮扮

每层可容纳一个失效结点的二元树结构

/

沙2

图

F 19
.

2 B i
n a r y t r e e a r e h i t e e t u r e w i t h o n ly o n e f a i l e d n o d e e o n t a i n e d a t e v e r y le v e l

对于这种二元树结构
,

重构方法如下
: 从左从下往上往右进行遍历

。

每个被遍历的

结点都将下一层的与之相连的两个结点作为儿子
,

这两个结点都是无失效的
,

还没有被

上一层作为儿子
、

位于与正被遍历的结点相连的下一层结点的尽可能左边的两个结点
。

在构造方法中
,

每个结点与左部相邻结点的两个儿子增加冗余边是为了在同层左部有结

点失效时重构用
;
每个结点与右边相邻结点的左儿子用冗余边相连是为了下一层的儿子

结点或其左部结点有一失效结点时重构用
。

根据上述观察
,

可以给出每一层可容纳
x
个出错结点的容错二元树结构

.

每层在 右

边增加
x
个冗余结点

.

每个非冗余结点都与左邻 x 个结点的儿子用冗余边相 连
,

与 其 右

邻〔 毛〕 + 1 个结点的儿子用冗余边相连
.

每层可容纳 2 个出错结点的容错二元树结构
2
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图 3 每层可容纳 2 个出错结点的容错

二元树结构
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如果我们在任何两个兄弟结点之间加入一个冗余结点
,

并使它与这兄弟结点的父结

点及儿子结点用冗余边相连
,

便可实现任何两个兄弟结点中有一个出错结点时仍可实现

不降级重构
。

N “ 2
` 一 l个结点的容错二元树结构如图 4所示

,

其实此结构对于具有爷爷

的孙子结点中任何四个结点中有两个失效仍旧可以重构
。

O
i一2+

N一2

图 4

F i g
.
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多结点容错二元树结构活动结点数N = 2
` -

~ 、 , , ` N
.

1
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o f 口 u l t i
一 n o d e ,

, i t h N = 2` 一 1 o f

s Pa r e n o成 `
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刁处

图 4中的构造方法与〔 1 〕中的相似
,

但它更便于 V L SI 设计
,

特别是 H
一

树 的设计
。

在 H
一

树的设计方法中高层结点相隔较远
,

低层结点才距离近
,

因此
,

如果把 上 述 介绍

的几何方法混合使用
,

如高层用单结点容错
,

中层用单层容错
,

低层用多结点容错
,

则

可以在减少冗余结点的个数的同时保持容错特性基本不变
。
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