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具有混合约束线性规

一个内点算法

划问题的

龚大平 徐树荣

�计算机科学系�

摘要 对具有线性等式和不等式约束的线性规划问题给出了一种内点法
，
利用寻优方向选择

参加投影矩阵计算的约束
，

使少部分约束参加运算
，
从而减少了问题的求解规模

，

有效地提

高了求解速度
，
同时也节省了存贮量

�

关键词 线性规划
，
内点法

，
寻优方向

，
投影矩阵

� 引 言

我们知道
，

内点法 〔 ” 的主要计算量就是计算投影矩阵尸 �� �一 ����
�

���
���

���
， ‘

�

其中�为一个对角阵
，
�为系数矩阵

，
�为单位阵

�

在处理具有线性等式和不等式浪合约

束的线性规划问题时
，

事实上
，
这类线性规划问题是最一般的问题

，
如果通过松弛变量

把线性不等式约束化成等式约束
，

则要增大问题的求解规模
，

从而花费较多机时
�」

增大

存贮量
·

本文给出了一种内点法
，

利用寻优方向来选择参加运算的约束
，

对线性笼式和
不等式约束直接地加以统一处理

�

����������
������ 〔 �’通过随机生成的实验问题发

现
，
竞争约束仅占总约束的���一��肠

。

因此本文的方法能有效地减小问题的 求 解 规

模
，
从而减少计算时间

，

提高效率
。

我们给出了收敛性证明和部分数值算例
。

� 算法描述

考虑如下形式的线性规划问题
�

��� �����
�丁�

����

万� � 石

�全 �

�尸、，廿吸、

�
�

、、夕�口

��
�产、、

其中
，
�为二 ，又 。 阶矩阵

，
河为二� 义 ，阶矩阵

，
乡为二

�
维向量

，
石为叭维向量

， � 、 �分别为，

维向量
，
下面的讨论总假定�

�
�� 。
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·
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令 ��

�
‘ ，

�
， … ，

��

�
，

设·
�为�的第、、、 ， 、�。 ，

设�“为 ����问 题 的一 个

可行点
， 。份

二

�
，�·�一

。，， ，·。
�

， 。 。��
，�‘·。 且 ‘居 。 “�

，
分块� 二

〔叠�〕
， “ 二〔���

，

且有

，��。 二 。 ，， ，��。��
��

同时总假定〔最
�

〕为、�满秩
·

算法����
�

给定初始可行内点��� �
�

以及充分小的正数
。 � �

，

置�二 �
，

令

��二 ������今
， … ，

砖�为以砂的元素为对角元的对角阵
�

��
，、 二。 ， ， 、 ，

�
�，一 、 � 人 。 ，

一 �
， ， ， ， ， 才 。 、 � ， ，， 。 ， 、 ， � 、 一 ，

��� 令 ��二 �今 �
，

若��为空矩阵
，

则令� 二 �
，
否则尸 “ �一 ����砂

�

��、�孟�蒸�
一 ‘

丫
‘ “ 召

�� �
’
们

‘ �‘ 纪� ，
工

�“ 丫 ’ �、 ” 丫 一 ‘ ’ 目 �，’� ‘ 一 “ ‘ ’

一 “ 一 “ 了 、

一
“ 一 斤一

“ ‘

。

���刀劝
，
其中�

�

为��
。
阶矩阵

，
�为

� � �
阶单位阵

�

���� 计算寻优方向

�‘ 二 一 ����秃� � 一 ����
一

������
�
����孟�奚�

一 ‘
�������� 、 �

① 若心 二 �
，
且��为空矩阵

，
则��为最优解

，

停机
�

② 若���盖��
�
� 。 ，

而��不是空矩阵
，
则计算久二 ����考�夏�

一 ‘
�����

，
又为�� �

�

维 向

量
，
将‘分块 ‘ 二〔艺〕

， �
为�维向量

， 。
为��

维向量
·

��� 若�》 �
，

则转�����

��� 若。 � �
，

则选择�的一个负量
��删去与之相对应的行

，

校正�
，，

转���

�
�
� 若������

�� 。 ，

则转�����

����� 计算步长

若办� �

�

��

砂 � �
�

若可办� �
，

对所有介�全都成立

户�、
�、

�训

�
�

��囚
口�飞矛，了、夕��、

，

一一�

。
百
��一。 ‘� �

— �
�

百�
九��之

�

丁�
“
�

’

�
其它一

‘��叮�、��、、

�儿�
�

�����

矛‘�协�‘、，了了�、、

一一么�

若 �，《 ��，
则��二 �� ，， �。��

，
��

，

转��
�
�

若 ���� ，，

则��� ��，

转��
�
�

若 �， 二 �� � ��
，

则����问题无解或有无界解
，

停机
�

��
�
� 劣‘ � ’ � ��� �寿�‘

若 ���“ ， ’ 一 �“��、 。 ，

贝���“ � ‘
为近似最优解

，
停机， 否则

，
令���十 �

，

修 改�宁
，

�之
，

校正�和�的分块
，
转���

�
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注 � 在②一 ���中，
妈可以选负分量中最小者

。

若有几个相等的最小 分量
，
则

选其下标最小者
�

� 算法的收敛性

设沙� 。 为可行点
， “ 二

〔炎乡卜欣�
，
该分块满足‘ 声“ 二 ” 上， ‘ 声“�”�，

令���

〔叠
�

〕下面
，

。 假定��非空且‘于满秩 ，
��� “ ·“ ·

宁
，

角阵
·

记久�� ����孟�夏犷
’
�����

，
��二

一
� 、����，

�为� 义 �阶单位阵
。

引理 � 若沙� �为可行点
，
则有���尸

“ 二 尸，

证明 直接计算便可得到结论
。

… ， 二

盒�为以
二 “的元素为对角元 的对

� 之 �
一

������
了
����孟�瓦

一 ’
��、��

�����
� “ �

，，理 ， 在 ‘ ��，问题中，
设��为可行点

， “ 二

即
，

即
，
且���一

��
，

�����

��
，
则��为����问题的最优解的充要条件是存在

“ � �及，� 。 ，
使到 “ 一 �百

“ 一 月” 一 ，

二 �且 田 ‘
叮

� ” ��� ‘ ，

一
”
�

，
其中”

为一个适当的向量
�

证明 必要性由�
���

一

�� ����条件直接得到
〔 �〕 �

下面证明充分性
。

设�� � 是 任

一可行点
，
则有�声 二 �，

，
万�� 石

�，
那么

�。 一 ��。 一 互�� 一 、 �
�

��一
��� 了��一

��一 ���
�
��一

��一 功气�

一
��

� ‘ 丁
�
�

一�� � 证�人� 一 石��� 功场 � 。

由于�� 。 ，

人� 一 ��� 。 ， �》 �
，
切� �

，
因此有了劣�毛了� 证毕

。

定理 � 在����问题中
，
设沙为可行点

，

若��铸 。 ，
则��为点��处的寻优方 向

。

证明 �声左二 一 �������‘ ” 。 ，
又砂手 。 ，

且��非奇
，

则尸�“ 子 。 ，
那 么 由引理有

���‘ 二 一 ���
�
�
����� � 一 �������

����� � 一 ����
�
�
�
������� �

从而可知砂为��处的寻优方向
�

证毕

定理 � 在 ����问题中
，
设沙为可行点

，
护对应于��的分块为

�“ � 〔艺〕
，

若�“ 一 ” ，
贝”

��� 若
。 � �

，

则沙为����问题的最优解，

�“ �若 “ � “ ，
以 “ �表示

“
的负分量

，

叮表示在从中与坷对应的行问量
，

凡为人 删去

行
·

�后的矩阵
，
令“ 、 一 〔叠

�

〕
， ” 二 ‘ 一

�， 。���
·
�， 。�孟，孟�一�，����

，

则

砂 ‘ 一
����解为点��处的寻优方向

�

证明 先证明结论���
，

由于

�‘ � 一 ���� 。 � 二 一 �飞�
� �

又因为�。非奇
，
从而有“ 一 �互

“ 一 河场

�万久壳�� 一 �毛�‘ 一 ��� 一 之” �� �
凡

’

拐 �

二 。 ， 另一方面
，
因为有�� 。 ，

护� 。 ，
则取
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。 � �
，

由引理 �可知砂为���� 问题的最优解
�

再证结论����
�

先用反证法推出尸�解手 �

假设户� 、 ‘ 二 。 ，
令 沙 二 �刃 、�孟万真�

一 ‘ 〔万 。� 、��解
，

则有

厂热
‘ �
热一几熙 肪 � ��和 一

暇 哟
二 “ 即有

‘ 一 万工几
“ � �

、 。

丫� 一‘ � �二 �芜几
�
甲

，

口配

�
” 。 � 互

�� 二

其中 了
二

吩
·

，

宁〔暴
�
�

叮�
’ “ ，

�

另一方面
，
由结论���有

�

�
岭，哆」

、 、

�
�

…
��

一人一�盯�

‘ 一 刃无元 一 �� “ ，� “ 一 �孙
一 互与 二 一 �

把����脉��斌有
�

气�尹
一

了�
一 “
���

“ �

���

���

���

一

由 �� �可知
，
矩阵��不是行满秩的

，
和假设矛盾

。

因此有户�解笋 。 ，

从而

砂 二 一 �沪���手 。 ，

由定理 �可知 砂 为寻优方向
�

证毕

推论 � 在 ����问题中
，

设沙� �为可行点
， �
为一给走的充分小的正数

，

若��砂��

‘ �，
其它假设同定理 �中的 ����

，
则砂为点沙处的寻优方向

�

证明 若�� � �
，

则在定理 �中已证明
�

若 ��、 。 ，
则由��非奇异

，

可知���
�笋�

，

于是��
� 一 〔 ���� 、�

�

����孟�孟�
一 ‘

·

�刃妇 ��� 铸�， 即�解不属 于 由 万���的行构成的空间
�

又因为刃���的行构成的空

间包含在�、��的行构成的空间中
，

那么�解也不属于由刃��。 的行 构成 的空间， 从而

户刀解铸 。 ，

由定理 �可知砂为点沙处的 寻优方向
�

证毕

定理 � 设�沙�是由算法����产生的可行解序列
，

则�沙�使目标函数值单调下降
�

证明 由定理 �
，

定理 �及其推论 �可直接得到
。

引理 � 假设 ����问题有有界解
，
�沙�是由算法����产生的可行解序列

，

则

��� ����解��二 �
。

九�争 的

证明 令���
���耘，

那么�儿
� ‘ � ��劣�

千 ’ 二 �左一 �������
���

�，
由定理 �可知��是 单调下降

的
，
且有下界

，
因此笼�外收敛

，

设其极限为�
，
则����� 乏，

�分 �

�一 �

从 而由�存” � ‘ 。 ’ 一

蓦��
·

��������
“
可知

，
���������

�
��� �

�月分�

引理 � 假设同引理 “ ，
令户 二 “ 一 �蒸〔对

��君�戛�
一 ‘
�、�解

，
则�价�有收敛子列

，
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证明 由于��“ �收敛
，

因此�沙�有收敛子列
，

又沙
千 ’ 一 沙 二 砂�孟声

，
那么 笼神�有 收

敛子列
。

引理 � 假设同引理 �
，

设 无为凌沙�的任 一收敛子列的极限
， 于为�

�

补对应于笼姚卜的

该收敛子列的极限
，
则几 几 二 ���� �

， �

�’’ ，
时

，
且若有��使几

。 � �
，
则几

。

��
�� �

证明 因为��解 二 ���气 因此直接由引理 �有几几 � ���二 �
，
一

， ，
�
�

下面证明

第 �个结论
。

假设有�’�。
使刃。 � �

，

且几
。
簇 。 ，

设沙伪收敛于
②的收敛子列

，

则对任意给定的 占�

“ ，

存在一个 ‘ � 。 ，
使得当“ ，� ‘时有���阁

一，��� “ ，

尽
�

�

允�
。 ，

因 此 对 所 有 “ ，� 寿有

���� � � ， 。 �、 �� 。 ��
八 ，，

二 、
�

�
，
十 ， �

�

�
� � ‘ 。 �

二
、 。 、� 一 �

� �

而�
八 二 卜 。 二

一

斤品 �
�

� � 娜 出
�允

二 一 �‘
犷��

“ 犷

打��
，
从而由妙

十 ’ 二 ‘ “ � “ 甸“可知
， ‘
淤姿

�
荞� �

，

对厌有的���无都成

立
，
这显然与 ���

��峥�

二

红
二 “ 。 一 “ 矛盾

， 一

从而得证
�

， 引理 � 假设同引理 � ，
设，为�沙�的任一收敛子列的极孵

，

则存如
、 “
孕‘ 导 。 ，

， �
� � �

� 一
， 、

� 。 。 �

� �
， 〕 ，

� �
� 、

便 “ 一 �产一 � ” 一 田 � 。 ，
且切 “ 劣 ‘ 二 。 ，

共甲直
‘
俩足汽 �

���」�
一 ” 一

�瓦少 点声 于吸
，

月声� �
��

证明 由引理 �可知 ��� ���刀����卜 。 ， 一

即有
及�� �

��
‘ 一刃

�

了�� 侧
‘ 一

人
�一

雨�
� �尹 � � ���

其中�� �� ���，
，， … ， ，。

�
，
雳

，
丸分别为��

、

朴的极限
， 一

由引理 �可知下��且 吞 八 三

�
，
�� ‘ ，

一 �， 取切 � 了，

由���式可知有
‘万可

�一

而
一山 “ 厂一切 一

外
�

定理 � 假设同引理 �
，
则或经有限次迭代得最优解

，
或产生一无穷序列

，
它的任

一收敛子列的极限都是����问题的最优解

证明 若算法����经有限步迭代后终止
，
则由算法及定理 �可知

，
得到的一定是

����问题的最优解
。

若�沙�是一个无穷序列
，
设尹为�沙�的任一收敛子列的极限

，
则 由引理 �及引理 �

可知
，

我们只要证明
�升 �即可

。

由于�沙�有界
，
因此由引理 �有

�

对于任意给定的
。 � �

，

存在��� �
，
对任意 吞�

�
。
都有��砂���‘ 从而由算法可知

，

当�� �
。
后

，
最多经过有限次迭代有

。 儿牙 �
，
即存在石�

” ，
使对一切始花� “ 。

都有沪多 �
，
从而扭公

“ “ 妻 ” ，
证毕

·

� 初始可行点的选取

本节讨论初始内点��的选取问题
，
并讨论相容性问题

�

现在
‘

的问题是求
�
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��卜口
�

办咬��
�

�����
月兮一月口�叮���哎
�
、

、，尹��
，�且�

‘、

的一个内点
。

引进一个变量若
，
则�����就转化为一个����问题

，

事实上
，
设牙� �

，

则有 辅 助

问题
�������� 夸

�� � ��
一�云� 口 。

�若异�

河� � �石
一
河牙�言� 石

�异 � ，
考� �

矛��夕、�气

奋‘

�
�

�、�夕声

��
产‘、

其中
。 � ��

， �
，… ，

��
�

为二
�
维向量

�

� 二 ，����
，�����百卜�����

�
��

�
为一个给定的正常数�

�‘ �‘ 爪�

���

���

显然旬以利用算法����来求解这个辅助问题
�

这里 �矛�就是问题����
‘
的一个初

始可、�内点 ，

例如可 取，二 ��
，
� ，… ，

��
��

如 果 原问题�‘���有解� 。 ，
贝。�百

’
�显然是

问题����
‘
的解， 反之

，
女口果����

，
有解

，

且解为 �言
。
�

，
贝。� 。

是�，���的解
�

若����
，

有解
，

但裤为 �豹
，

又
输

。 ，
则原问题��� ”环相容

·

事实上
，

�一�毖� 叮 。� �

在����
产
中

，
注意到式���及考

。
� �

� 算例

由���
、

���知
�

���

就可以知道����� 为不相容系统
。

倪 】 ��������
一���

�

���一�����一���
。
���一������

�· ，�

�
才‘ � ”

， 劣� �

卜���
��

��叫����������������
一 “ ·

�” ‘

…
一�‘ · ‘ ”�

…
一 “�· ‘��

�
一��

·
���

…
一

�
� �

�

一
���

。
��

一
���

。
���

一
��

。
���

�

·�

�

�

�

�

�

�

一
��

一
��

一
��

一
��

���
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第 �期 龚大平等
�
具有混合约束线性规划问题的一个内点算法 ��
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例 �是美国南伯拉特河上 �个城市净化处理厂建设规模的最优化问题
，
也是一个广泛用

来测试线性规划 算 法 效 率的例子
�

从初始点�� 二 ��。 �

�
， 。 �

��
， 。 �

��
， 。 �

���
�

出发
，

文〔�〕中的���������及其修正方法分别要迭代�” 和��次才能得到近似最优解 ，
而 本

文的方法仅用��个约束中的 �个迭代 �次就存到了最优解
�

其最优解为。 �

�������
，

�
�

�����一�
，
�
�

�
，
�

�

��������
丁，
目标值为

一����
�

��������

例 �
，

取自文 〔�〕 。

取���� �
�

���� �
， … ， 。 �

， ��� �
�

����� ��
，
���为初始可行点

，
利用����

，
包

括等式约束在内
，
仅用��个约束中的 �个

，
迭代��次就得到了最优解

，
而文〔�〕中的 方

法利用所有的��个约束也要迭代�次
。

由以上两个例子可见
，
����算法的效率是很高的

，
尤其是在大规模的混合约束问

题的计算中更能显示出它的优越性
�
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