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关于二次型的若干结果
*

张振峰

( 中山大学计算机科学系 )

滕成业

( 中山大学经济学系 )

摘 要 给出了椭球等高分布下非中心二次型的特征根联合分布
、

最大特征根分布
、

迹的

分布及中心二次型分布
,

推广了正态情况下的有关结果
.

关健饲 椭球等高分布族
,

二次型

二次型理论在最小二乘
、

方差分量分析
、

M I N Q U E 理论
、

假设检验和时间序列分

析中的某些问题等起着重要作用
.

多年来
,

二次型理论正在不断丰富和深入 , 在正态分

布假设下
,

k h
a t r i ( 1 9 6 6 )给出T 中心二次型分布 〔’ 〕

,

k h a t r i ( 1 9 7 7 )及 C r o w th
e r

( 1 9 7 5 )

分别给出了非中心二次型分布 〔“ ’ ” 〕 ;
同样是在正态分布假设下

,

H a y a k a w a 相 继给出

了非中心二次型特征根的联合分布
、

最大特征根及迹的分布 〔` 〕
.

由于正态分 布是 椭球

等高分布族的特例
,

正态分布的许多特点在椭球等高分布族中都有反映
,

因此人们自然

希望知道椭球等高分布假设下的二次型理论
.

本文的内容就涉及椭球等高分布假设下二

次型本身的分布及其特征根分布的问题
.

本文中的
“ ~ ”

表示 t’j 及从… … 的分布
” ,

例如
,

Z ~ L EC
, :

袱M
,
X

,

妇
,

表示 Z服从

椭 球等高 分布
,

密 度为 d e t X一
” I , g 〔t r

( z 一 M )刃
一 `

( z 一 M )
` 〕

,

其中 2 > o , g 为某 一适

当的函数
,

M 和Z 均为
n x m 阵

.

文内其余符号请参见 M
u i r h e a d ( 1 9 8 1 ) 〔

“ 〕 及 D a v i s

( 1 9 7 9 ) 〔
。〕文的有关部分

。

1 二次型中心分布

定理 1 设 z 。 : 。为一随机阵
,

其密度为

p d f ( Z ) = d e t z
一 ” ` Z

d
e tB

一协 / 2夕 ( t
r刃

一 ` Z 尹B
一 ’ Z )

其中
,

刃。
,
m o > , B

。 , 。 > o ,
夕 (

·

)为某一适当的函数且在 (
一

OO
, +

OO )上可以 T
a y l

o r 展开
,

A为 一 , x 。正定阵
,

, ) 二 ,

则Q = z `
A Z的密度为

:
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=
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其中
`
为k的不超过。个部分的划分

.

证明 易知X = A ` 222 的密度为
:

p d f (X ) “ d e t刃
一 ” ` ,

d e t ( A B )
一 川 ` , 夕 ( t

r刃
一 `

X 产 A
一 ’ ` Z

B
一 ’

A
一 ’ ` Z

X ) ( dX )

, d e t l
一 ” ` Z

d e t (A B )
一
仍 / 2

·

暴
。
卫

黔业〔
` r

( `一 X 产 A
一

B一 A

一
X ,〕

“ “ X ,

作变换 X 二 H
:
D

,

H西V二
. : ,

D为具正对角元的上三角阵
,

则 Q 二 D 尹D 二 X ` X 二 Z 尹 A z 且

( dX ) 二 2
一爪 d

e t Q `” 一 m 一 ” ` 2

( d Q ) ( H
产: d H

:
)

因此

p d f (Q ) = 2
一用 d e t万

一 ” ` Z d e t (A B )
一用 ` , d e t Q `” 一 川 一 ” 1 2

又

g “ ’
( o )

k !
弓J
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C
·
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X
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.
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k 工 ` 七 ` 气l ”

)

.
习=k0
.
习尸

此处用到 M
u i r h e a

d 〔
6〕 ( 1 9 5 2 )引理 9

.

5
.

3及 D a v i s ( 2 9 7 9 ) 〔
“ 〕式子 ( 2

.

2 )
.

2 非中心二次型的特征根分布

定理 2 设 Z一 L 石C
。 :
二 (M

,

I二 , g )
n ) 二

.

A 为
n x n 正定阵

,

Q = Z 尹A Z
,

11> … ) l。

> 0为Q的特征根
,

A 二 d iag ( l
, , … ,

编 ) 则 l : …瑞的联合分布为
:

p d f ( l
: … I。 ) = C

·

d e t A `用
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证明

其 中 M
. =

易知 Y = A” 22的密度为
:

p d f (Y ) == d e t A
一

m l
,夕〔t r A
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) (Y 一 M .
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lA l ZM
。

作变换 Y = 五一A
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因此
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专
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.
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X 〔 , 2 t r
(A

一 ` L T H M命 “
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其中
,

T 。 、
, =

( A
` /

z , o )
` ,

最后一个等式的证明运 用 T M u i r
h

e a
d ( 1 9 5 2 ) 〔

石 〕

由J a m e s ( 1 0 6 4 ) 〔
7〕式 ( 2 2 )及 D

a v i s
( 1 9 7 9 ) 〔

6〕式 ( 1
.

2 )可知

万
, _ 。 ,

_ _

、

f
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〔 t r
( u

, : ,尸: 。 )〕。〔一 : t: (。 * : u )〕 , (、 ; ) (、二 )

纽众 O(幻 J
_
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引理 9
.

5
.
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。

习 习
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一 2:

·

( 2 1一 i ) 1! j == 2 1+ l

( 2 )

j 二 21 + 1

蔑 由式 ( 1 )
、

( 2 ) 即可求得 .ll 二 m的联合密度
.

定理 3 设 Z ~ L E C
” 二

, (M
,
I ; s )

, :
) 二 , g (

·

)在 (
一 co

, + co )上可 以 T
a y l o r展开

,
A

为 一 , x n正定阵
,

Q = z 了A z
,

则Q的最大特征根的密度为
:
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。 I m + 1 、

乙
’
` 一

兀
” ”

’

, 一 L 仍吸

—
.

p d f ( l
:
) =

—
」决华一二

.

d e t A
一 , / 2

r 。

(
~

兴黔 )

x 习
吞

。

卜

g ` k
+ 2 1’ ( t

r甜 )
k ! 11 (巡

_

+ k + l

2 )
`: ` ’ ” ` “ ’ ` “ “ 一

x 习 习
` ,

几户
c ` 。

几

叹岁二些生竺盗远
(吐攀生 )

叻

代
一

)
,

.

C功( I
。

)
C功( I

。

)

其中` ,
久分别为 k

,
l的划分

.

证明 定理 2 已给出了 Q的特征根八> … > 编> 0 的联合密度
,

作变换
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其中 D = d i
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, 二 : , … 功 m )
,
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( 19 e 9 ) 〔
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r 。
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由此可得结论
。

利用定理 2给出的特征根联合分布可 以得到椭球等高分布 L E C。
`
二
(M

,
I 。 :

功假设下

的二次型迹的分布
,

但是利用 ( 2 ) 式的一个特殊情况 ( m 二 1 ) 将得到更深刻的结 果
.

定理 4 设 z为 一 。 x m随机阵
,
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,
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.
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,
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