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摘 要

本文给出函数 g从属于函数 f的充要条件和 g不从属于 f的必要条件
,

并利用这些结果确定

一类一阶微分从属的最佳控制
.

关键词 从属
,

微分从属的最佳控制

M ill
e r
等讨论过微分从属的最佳控制问题

,

采用的从属定义要求被从属的函数是单

叶的
,

因而需要较强的条件
。

本文去掉了单叶性的要求
,

研究某些一阶微分从属的最佳

控制
,

得到了相当一般的结果
。

设 f和 F 在 U 二笼: :
}zI < 1} 内解析

,

如果存 在 U 内解析 的 函 数 。
,

满 足 }功 (劝 }毛

}
z

! (
: 。 U )

,

使得 f (
z
) = F (切 (

:
) ) (

: 。 U )
,

则称 f从属于尸
,

记厂< F 或 f (
:
) < F (

:
)

.

设 g 为

C x C上的区域
, 叭。 , C解析

,

h
,
p在U 内解析

,

又 当二U时
,

( p (
: )

,

冲
`
( )z )

。甜
,

且满足

微分从属

功( P (
z
)

, : P ,
(
:

) ) < h (
z
) ( 1 )

如果有U内解析函数 q ,

使对满足 ( 1 ) 的每个解析函数P
,

都有 P < , ,

则称 q为微分从属

( 1 ) 的控制
.

如果奋为 ( 1 ) 的控制
.

且对 ( 1 ) 的任一个控制 q都有 夕< q ,

则称夕为

微分从属 ( 1 ) 的最佳控制
。

引理 1 〔 ’ 〕
设 X和 Y为H a

su d or ff 空间
,

刀
:

X 一 Y为局部同胚
,

又设 z为连通的拓扑

空间
,

f
:

Z , X为连续映照
。

如果夕
, , g : :

Z一 Y为 f 的两个提升
,

且存在 礼络使 g :

(
z 。

) 二

夕2

(
: 。

)
,

则 g : = 夕: .

引理 2 〔 ` 〕
设 S

,
s :和夕均为 R i e m a n n

曲面
,

P: 夕一 s 为没有分支的全纯映照
,

f
*

S : 一S为全纯映照
,

则 f 的每个提升 g : s :叶夕都为全纯映照
.

引理 3 〔 么〕
设。 (

z
) = a o z ” + a 。 + : : 月 + ’ + …为U 内解析且叨 沪。和 n

) z ,

如果 存在之。
==

: 。 。 18
。
( o <

, 。

< 1 )使 I功 (
z 。

) -= m a X

脑 (
:
) i

,

则 存 在 实 数 m ) : ,

使
一2 . ` r o

i )
: 。。 产

(
: 。

) 二 二切 (
: o

) , 11
R e

〔丫念
2+ `

〕, ,
·

引理 4 设 E为线性拓 扑空间 X 中 的凸 集
,

如 果 y 。 。 E
, x 。 。 i nt ( E )

,

则 夕 = a x 。 +
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( 1一 a
)夕。 。i nt (E )

,

其中。 <
a
< l

-

特别地
,

如果 `为复平面 C上的凸区域
,

且
: 。 。 ` , : , 。 口

,

则
: = z o r + ( z 一 t )

z ` 。 G ,

其中。 < t < 1
.

证明从略
,

可参阅文〔 3 〕
.

引理 5 设 f
,

夕在U 内解析
,

且 f ( o ) = 夕 ( o )
,

习 (
二
) 笋 g ( o )

,

f l
(
:
) 笋。 (

z o U )
,

如果对

任何
: ` U

,

存在曲线介
: 〔0 , 1〕* U满足

:

了二 ( o )
= 0 , 夕 ( t : ) ” f (了

二

( t ) )
, o ( t簇 l

,

则 。 ( )z = 丫二 ( 1) 在 U 内连续
.

证明 由所设 条件可知
.
存在

。
> o ,

若记 B
:

( o ) = { z :
1
:

1<
。 }

,
V = f ( B

:

( o ) )
,

则有

切 (
:

) 二 f
一 `

1
、

( g (
:

) )
.

如果 。 在 U 内不连续
,

便存在及 ( o ,
1 )

,

使二在 !川 < R内连续
,

而在 1刘 ( R上不连续
.

但是
,

这 时可利用引理 1
,

引理 2 和解析函数的唯一性定理证明功在 }引 ( R上解析
,

从

而引理 5 成立
.

详细情形这里省略
.

定理 1 设 f
, 夕在 U 内解析

,

且 f ` (
z
) 笋 0 ( z e U )

,

厂( o ) = 夕 ( o )
,

则夕代 f的充要条件为

对任何二 U都存在一条曲线介
: 〔。

,
1〕 , U满足

丫二 ( o ) = o , g ( t z
) 二 f (了

:

( t ) )
,

o ( *《 1
-

定理 2 设 f
,

g在 U 内解析
,

且 f ( 0 ) = 夕 (O ) == a ,

夕 (
z
) 二

a + a o z ” + a 。 + ; z ” + ` + … , z o U

f在 U上解析
,

f, ( )z 子 。
,

二U
.

如果 g不从属于 f
,

则存在
: 。沪。 ,

oz o U
,

l乙
。
! = 1和 实 数

m ) n ) 1 ,

使

i ) g (D : 。

) c f (U )
,

其中
,

· 。 == !之
。

】
,

D r 。 == {之
:

{之 ! <
, 。

}
,

11) g (
: 。

) = f (乙
。

)
,

511)
z 。 g `

(
z 。

) = 二省
。
f尹 (乙

。

)
,

`· , “ ·

〔
`
尸养黯)

) m R·

〔
1

烤错尹)
.

证明 如果 g米厂(不从属 )
,

则 g 笋 a
。

令

A = {
, 。 〔0 , i 〕

:

存 在 }: , 】< :
而 不 存 在 曲 线 介

: : 〔O
,

1〕 , U使了
: :

( 0 ) 二 o
-

夕 ( t: ,

) 二 f (丫
二 :

( t ) )
, o ( t《 i }

。

由引理 5 知
,

集合 A非空
。

记
: 。 = i n f { , , , 。A }

则。 <
: 。

< 1 ,

且对于每个二刀
, 。 ,

都有曲线介
: 〔O

,
1〕一 U使

丫二 ( 0 ) = 0 , g ( t z
) “ f (

, 二

( t ) )
,

o 成 : ( 1
.

其中D T 。 二
{

z :

}川 <
: 。

}
,

于是抓 D or )仁厂( U )
,

定义

田 (
:

) = , 二

( i )
, z o D ; 。

不难证明
: 叨在 D T。

内解析
,

且

切 (
:
) = c 。 ` . + c 。 + ; ` ” + ` + … , “ e D : 。

。 (
z
) = f (功 (

z

) )
, z “ D

: 。

及田笋 O
,
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1 ) 若存在氛动 D , 。

使 g 特
。

)叻 f( U )
,

其中口G表示区域 G的边界
.

则对于 t “ 1
,

2 , …

a

喘
;

。

)
二 ,

(
切

(击“
。

))
记 山了之 功

(么
。
。

)
·

则存在子 vlJ 、切 ,。`昌
,

使 功才*

一
“

一
且 ,功

。

,镇 `于是 g “̀
。

,

= f (。
。

)
。日f ( U )

,

从而 }功
。

1
” 1

。

令

!二 (
z t ) [ = n l a X

, z : ` 〔 J r o l ( 1+ ! ) 〕
}功 (

z
) }

, r 二 z ,

2
, …

由解析函数的最大模原理
,

得 }之
,
}

t
=

—
犷 n .

1 + 才
“ `

= 1 , 2
,

… 且

}
?

低
“

。

)!
` ,? `一 , ’ ` ’ , ` 二 ” 2 ”

“

于是存在子 列 { zt 。 }昌
,

使当k一 oo 时 。 ; * z 。 , 。 ( tz 刃 , 右
。

.

巨 !
: 。

}

引理 3 知
:

存在实数 mt 左 )
n
使

g (
: ,掩) = f (田 (

: t̀ ) )
, z 一* g /

(之 t吞) 二 m r`。 (
二 t儿) f

,
(叨 (

z t吞) )

p _

f
, 」 z t ; 夕l,

(
: , , ) 、 、 _

.

。 _

r叨 (
: f。 ) f l,

(功 (
z , ; ) )

. ,

、
找 e , 1 + 卫哭一立架华 I) 拼 f含 尺 e l

~
要梦否仁子竺兴

旦
卫

叫

+ 1 1
` g

’

L之 t k ) /
一

` 了
`

(田气之 t k ) ) 尸

二 : 。 ,

!乙
。

1” 1
.

由

( 2 )

( 3 )

由于当k , oo 时
,

切 (
: t为)厂

,
(功 (

: t k ) )叶乙
。
f

l

仗
。

)和

: 。 g /
(
: 。

) = l i m 〔m ,、 功 (
z t为) f ,

(。 (
z t几) )〕

掩斗伪

知 : l i m

k
~ .

争 .

m殆 “ m存在
,

且 m ) : ,

故此在式 ( 2 ) 和 ( 3 ) 中
,

令k , co
,

就得到定理 2
。

2 ) 若夕 (日D
: 。

)二 f (U )
,

则存在
。。

> o ,

使夕 (D
r 。 * 。 。

) c f (U )
,

记

R = s u p l功 (
:
) 1

I之 l < r o

如果双
1 ,

对固定图 一 : 。 ,

存在数列不汀下冬了 。、飞募
:

使
` 、 o k 十 l , 沙

’
-

1 5`
,

、
切 t万石

~

` )一功
’ R砷 co

其中 }。 } ( R
,

{ S公萨
:
为正整数序列

,
.

且试动 = f( 。 )
.

由于 f’ (。 ) 笋 。和 f在 u 内解析知
:

存在 6> o 使 B占(。 ) 二 {
z : 】: 一田 }< 占}泣 U

,

且 f将 B。 (二 )单叶地映为V = f ( B 。 (切 ) )
.

又由于

夕在
: = 考点 解 析

,

于 是 存 在。 :
> o ,

使 夕 ( B
。 :

(考) ) =c V
,

且
。 :

<
。。 ,

从 而 存 在 k
。

使

?

(
亏

杂
了 “

)
· ” 占 功̀ ,

· ` 1 “ S掩
。

若头省
。 B

: ,

(言)
.

由于 B
: :

(言)为凸集
,

。 介O甲 1

记 : J
_ S `

o

一

五再丁
’

户
、 T l ) 当O蕊 t成 , : ,

功--f
尸..才.扭
、

丫: ( t )

!
:

(
。

(
· ,

(卜署
; )徐音

“ ))
,

当一 ( `成 ` ,

则几 为一 条曲线
,

且

烤 (0)
二 o ,

夕( t言) = f (: ; ( t ) )
, o攫 t《 选
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设刀
, e

(
: , , z )

,

则

g ( r占)

且飞
’

省(
, ,

) 二 切 (
, 1

言)
,

功 (
:
)

:

朱玉灿等
.
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= f (田 ( t若) = f (丫
`

( t ) )
, : : 蕊 t成 R

:

么

由引理 1 知
:

一 `

} ( g (
z
) )

,

当 a r g z = a r 夕言
,

乙
。: :

镇 !
:

}簇
: 。 R :

I V

由解析函数的唯一性定理
,

知

叨 (
:

) 二 厂
一 ’

i
:

( g (
z
) )

, 二。 B
。 ,

(省) n D : 。

可以证明。在 !川 ` , 。
上解析

,

从而存在 R Z
> 几使 。 在 !川 < R :

上解析
,

这与 R 的 定 义矛

盾
。

故此 R = 1
。

取数列 { : 二

}
:
乌满足

O< 介 <
: 。 ,

s = 1 , 2 , … ,

且 h m l : = 、

记 { “
·

}荞 !
在 D 了。

内
,

使 !切 (“
·

) I 二
J

戳垦之I’ (
`
) l

, ` “ ` , 2 ,
`

” ,

则当’ 一 OQ 时
,

{“ (
` :

) }一 ,
,

于是存在子列 {礼 ; }声
:
使

魏“
z 。 , 切 (礼动 , 乙

。

当 k , oo

且 !
: 。

1= , 。 ,

1乙
。

】= 1 ,

与 1 ) 一样讨论
,

可证得定理 2
.

注 1 当 f在 U 内单叶时
,

得到〔 4 〕中的引理 1
。

定理 2 在确定一些一阶微分从属的

最佳控制时
,

可避免要求微分方程有单叶解析解的麻烦
。

定理 3 设人在 U 内解析
,

功在区域 D o h (U )内解析
,

且 R e叻(人(
:
) ) > o (

z o U )
.

如果 h

为凸的
,

且微分方程

夕(
:
) + 2 9 1

(
:
)价(口(

:
) ) = h (

:
)

, 口( o ) 二 h ( o ) ( 4 )

在 U 内有解析解口 ,

P在U 内解析
,

P ( U )二 D
,

P ( o ) = 入( o )且

P (
:
) + : P ,

(
:

)功( P (
:

) )长 h (
z
) ( 5 )

则 P代 q长 h
,

且 q为微分从属 ( 5 ) 的最佳控制
.

注 2 定理 3 给出了求微分从属 ( 5 )的最佳控制的方法
,

此处 q在 U内不一定单叶
.

由

定理 2 和 S o h w ar
z 引理知

:

若方程 ( 4 ) 在 U内有解析解 q
,

则解必是唯一的
.

定理 4 设口
,

丫。 C
,

且夕沪 。
。

如果无为凸的
,

无
, 夕在 U内解析

,
R e 〔口h (

:
) + 了〕> o ,

ez U
,

且 g 代人
,

则微分方程

P (
:

) +
“ P产 (

:
)

吞P (
:
) + 丫

= 夕 (
:

)
,

P ( o ) = 夕 ( o ) ( 6 )

在 U 内有解析解P
,

且满足 P代 q代 h
,

其中 q为微分方程

叮(
二
) +

之q 产 (
:
)

口口(
z
) + 丫

二 h (
:
)

, 口( o ) 二 h ( o ) 7 )

的解析解
。

注 3 从定理 4可得〔5〕中的定理 2 和〔6 〕中的定理 3 ,

但这里 q不一定为单叶
,

在讨

论积分算子时
,

有很大的方便
。

推论 1 设夕> 0 , 丫。 C
, p < 1 , o <

a 镇 1 ,

且 R
e了+ 夕尸) o ,

如果夕在U 内解析
,

且夕(
z

)长

尸+ “ 一 p )
(黝

“ ·

则微分方 ,
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P (
z
) +

z p` (
:
) _

口乡 (
:
) + 下 -

夕 (
:
)

,

P ( o )
= 1

在 U 内有解析解 P
,

且满足

P (
:

) 代口 (
:
) 代 户 + ( 1一 p ) (坦

星、
“

、 1 一 之尹

其中 口(
:

) =
: ? H (

:
)刀

口

I:
H “ ,“ ` y

一 ’
d` 乞

“ `· ,

一《 。二凶“涪夕二若坦
些 d

.}t

注 4 在推论 2中
,

取 a = 1
,

p 二 0得到 〔月中的定理 1 ; 取 a 二 l ,

得到〔8〕中的定理

1 和定理 2
。

定理 5 设人为U 内解析且为 凸的
,

e
,

价在区域 D 内解析
,

P在 U内解析
,

且 P ( U ) 仁 D
,

h ( o ) 二 8 ( P ( o ) )
.

如果微分方程

8 (口(
:
) ) + z 口尹 (

:
)叻(口 (

:
) ) = h (

:
)

在 U 内有解析解口
,

满足 口( o ) = P ( o )
,

口( g (
z
) )长无(

z
)则从关系式

8 ( P (
之
) ) + : P了 (

之
)叻( P (

:
) )长几(

:
)

推出P长 q ,

且 q为微分从属 ( 8 ) 的最佳控制
.
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