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配乘矩阵特征值反问题可解的必要条件

黎 罗 罗
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摘 要 给出。阶半正定 He rm i t。拒阵配乘特征值反问题可解的三组必要条件
.

当 , = 2时
,

这些必要条件同时是该反问题可解的充分条件
.

关健词 H er m it e矩阵
,

特征值
,

反问题

1 问魔及主要结果

设A = ( aj ,

)是
。
阶半正定 H e r m i et 矩阵

.

又,

) 几
:

) … ) 礼是给定非负实数
.

考虑配乘

特征值反问题 ( M H )
:

求
n
阶非负对角矩阵 D

,

使得矩阵 D A具有特征值又
, ,
久: , … ,

ftA
.

注意当D为非负对角矩阵时
,

D A 与H e r m i et 矩阵 D ` /“ D
`

2/ 有完全相同的特 征值
.

另外
,

研究问题 ( M H )时
,

不失一般性可设久 ` = l( i = 1
, 2 ,

二
,

的
.

事实上
,

由 A半正

定知
a ` i 》 0

.

若所有
a ` i> o ,

令A ` “ ( a ` , 产

)
, a , , 尹 = a ` ,

/矿
a ` : a , , ,

原 I’q 题可转化为对矩阵 A 尹

考虑问题 ( M H )
,

而
a “ , 一 z ; 若有某

a `。 `。 = o ,

则必有
a i。 j = 。 1 1。 = o ( i = z , 2 ,

,
·

, n
)

,

原问题可降阶研究
,

直到新问题中的半正定矩阵具有全正对角元为止
.

当
。 = 2时

,

问题 ( M H )可解的充分必要条件见引理 1
。 n

> 2时
,

( M H ) 可解的充分

条件见文〔 2 〕; 本文讨论 ( M H )可解的必要条件
,

给 出定理 1 一 3
.

引理 1 〔 ’ ~
“ ’ 设 A 二

(
a : ,

)为 2 阶半正定 H e r m i t e矩阵
, a , : = a : : 二 1 , a , : 二 口: ; 二 a ,

则问题 ( M H )可解的充分必要条件是

(久
: 一 久

2

)
“

) l
a

}
2
(久

, + 久:
)
“

( 1 )

或 久
:
几

:

( 〔 (久
: + 久

2

) /幻
么

( 1一 】a
l
’
) ( 2 )

( 注
: 由A半正定知 1川 ( 1 )

.

下面用 A f。 ) 己̀矩阵A 一 d ,· g `· 1 1 , · 2 2 ,

一
,

,

用 ,̀A ,̀
·
`己

(
`

,

卖
:

,一 ,
’

)
“ ` ,

用“ “ , ,

表示 H
e r m it e矩阵 A的依降序排列的第 i个特征值

.

对于 哎1 , 2 , … , :
} 中的 m个数 i ,

< 礼<

… < i , ,

用 A〔 i , ,
f : , … ,

l’ m〕记A的位于第i
; ,

i : , … ,

i二行及第 i , ,
12 , … ,

1’ 。列的二 x 二个元素按

原来相对位置所成的主子矩阵
.

定理 1 设 A = (
a :

,)为
n
阶半 正 定 H e r m i t e 矩 阵

, a 、` 二 z ( i 二 z , 2 , … , n
)

, 又 给 定

沐: ) 浇: ) … ) 沐
。

) 。
.

问题 ( M H )可解的必要条件是
:

对 m “ 2 , 3 , … , 。
成立

本文 1 9 9。年 6 月 14 日收到



中山大学学报 ( 自然科学版 ) 第31卷

艺
l气 < 户

(久 一 只
十 , ; 一

动
“

)
: 。 1 1门 a X

l 气 i 工 ( `: <… < f爪 ( ” {
,}A

(。 )〔` 1 , `: , … , `二〕 !}里} ( 3 )

其中
, ,
城 = 二又n

以
。 + 又。 一 :

) / 2 (当m > 2时 )
, , : 二 (人

。 + 久卜
,

)
“

/ 2
.

定理 2 条件同定理 1
.

问题 ( M H )可解的必要条件是
:

对。 = 1 , 2 , …
, 。及 1簇红< 几

< … < 编 ` ” 有

只
“ `才 毛 〔 ( 2

1
一

十 “ “ + ”
`

+ “ m ) / m 〕’
尽
几̀ , ( A ) 4 )

定理 3 条件同定理 1
.

问题 ( M H )可解的必要条件是
:

乙 凡}jt
1
一

艺<厂
’￡

注
:

当 n = 2时
,

又寸贝暇
。

2 定理的证明

引理 2 设 B 二

乙

九 一 1 ) 1 !1姓 〔。 ) 一
`

、
” 护尸

(nǔ尹
..
.

、、 ,声
夕

了̀、、

\交

条件 ( 3 ) ~ ( 5 )均成为 ( M H )可解的充分必要条件
,

试与 ( l) 及 ( 2 )

他
,

)为
、阶 H e r m i t e矩阵

, : ,
) : 2

妻… ) : 。

是 B的特征值
,

则

( s : 一 : ,

)
“

)
:

1}刀
`。 ,

}}二
·

( 6

卫气 f <少̀ 月

证明 见文〔 3 〕定理 1 ,

并利用恒等式

、
.、夕

了。

孙洲
声r吸、

ù乙
”

( : :

一 凡)
“ 二 n
乙

1“ <夕̀ ,名

设 B 二 ( b )为
, 阶半正定 H e r m i t e矩阵

,

D “ d i a g ( d
, ,

d : , … ,
d
”

) 且 b ,`

d ) o 。 = 1 , 2 , …
,

的
.

又 : 工
)

5 2

)
: 二 ) : 。

是 D “ Z B D
` / “的特征值

,

则

1’ D “ Z B `。 ’ D
’ `“ 1}: ) 〔“ 。

(
: 。 + : 卜

:

) / 2〕 5zB
`。 ’

lj二
证明 不妨设d

,

) d
:

》 一 ) d
。 ,

于是

!ID
’ / 之B `。 ) D “ “

日二 E d
;

d
,

! b
: ,

}
’

) d
n
d

n 一 :
乙 }今

` ,

1
“

萝= j 万呐 j

) 、 。
〔 (、

,: + 、 。 一 :
) / 2〕 1IB

`。 ’
11二

注意d
: , ` /: ,

…
,

厅
。

是 D ` / Z B D
` / 2

的对角元
,

据 S e h u r 优超定理 ( ` , 知 d
。

) s : ,

sn
_ , ,

引理证毕
.

定理 1 的证明 由设
,

D “ 切 D
,

/
“
的 特征 值 是 几,梦久

:

) … 》 久, .

( D
’ 1 2

A D ” 2

) 〔i , ,

艺
。 , … ,

标〕的特征值是召 ,

) 那
2

) … ) 召 ,
.

由引理 2 知

乙 ( ,
,

一 z̀
,

) 之) m }{ ( D “ 么
A `。 ’ D

’ / 2

) 〔￡
, , ￡: , … , `。 〕11二

d
。 + d

” _ 1

)
s 。 十

设 m 阶 主 子 阵

1气 < j ` 阴

由C a u e h y 一
P o i n e a r 6分隔定理 ( ` , ,

对 i = 1 , 2 , … ,
m有

几 ) 所 ) 八
一协 十 ,

( 8
一

)

从而
乙

1` f ( j ` 沉
(“ , 一 “ 。 一二 · , )

“
》 m日(D “ “

A ` 。 ’ D
’ ` 2

) 〔`
: , `: , … , ` , 〕1{二
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再由引理 3及 ( 8 )知对一切 1 ( 礼< 礼< … < 编簇
。 有

粗
, 、

石
、

藉又
` 一 久̀

一
” ) ” 久

· 〔 “̀ · + 久一’ / 2〕”且 ` “ ’ 〔` 1 , ` 2 , ”
`

,

`仇〕}1

进一步
,

当二 二 2时
,

由引理 1 知对 1 ( l’l < i
:

(
: 有

( ;
; 一 ; :

)
2

) 〔 (群
; + ,

:

)
“

/幻 1rA
`。 ’ 〔` ; , ` 2〕1}:

注意 ( 8 )
,

故有

(几
1 一 之。

)
’
) 〔(久

。 一 ; + 又。

)
’

/ 2〕}!通
`。 ’ 〔`; , `: 〕}!二

综合 ( 1 0 )
、

( 1 1) 可得定理 l 结论
。

定理 2 的证明 由设
,

矩阵D A
,

从而 D “ 伙 D
`

/
“
的特征值为几

:

) 只
2

) …

妨设d
:

) d : ) … ) d
。 。

由W i e l a n d t不等式
〔 毛’ 知

) 礼
。

另不

仍 勿
又` ,

气醉d
`

刀
“ 、 ,

(通 ) ( 12 )
。n洲

仁 注意 d
; ·

d
: … d二 ( 〔 ( d : + d: + ... + d , ) / m〕 . 及据 S。 h ur 优超 定 理 d

, + d
: + … + d二 ( 久

, +

兔
:

+.
二 + 兄。

。

由 ( 12 )可得定理 2 结论
.

定理 3 的证明 在定理 2 中 令 ,n 二 2
.

就 ( i: ,

1
2

) = ( i , z )
,

( z , 3 )
,

一
,

( z , n
)

,

份
… ,

( 2 , :
) …

,

(
: , 。 一 l) 的

,
(
。 一 1 ) / 2种情形列出不等式 ( 4 )

,

然后将这些 不等式

(2
, 3 )

,

相加
,

可得

艺
1“ < 7` ”

久
`
久“ 〔(久

之 + “ 2

’ / 2〕 ’ ,“
荞

。 久
,

“̀ ’ “ `通 ’

但 乙孟
;

( A ” ,
( A )恰为 A的所有二阶主子式之和

,

即为
:

i ( i
云 ( i 一 }a . , } )

2 “ n
(
。 一 1 ) / 2 一

` ( j

羚

IIA
` , ,

:.ll 定理 3 证毕
.
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