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一类双线性分布参数系统的能控性
’

陈 云 烽

( 中山大学数学系 )

摘 要 讨论自反 Ba o c五空间上的一类双线性系统在 m i ld 解意义下的能控性条件
,

应用

线性算子广义逆和全连续算子的理论
,

得到了若干判据
.

关扭佣 双线性分布参数系统
,

能控性
,

全连续算子

派 在应用领域中
,

有一类分布参数控制系统的数学模 型 可 归 化为 如 下 双 线 性 系

〔 1〕 :

恋( t ) , ( A + 。 ( t ) B ) x ( t ) + B
o
U ( t )

x ( o ) = x 。

( 1 )

这里
,

系统的状态空间是 自反 B
a n a o h空间X

,

x( )t
o X

,

容许控制函数 : ( t ) ( 。 ` t《 T )组

成空间U
a d = L

:

〔 o ,
T , U 〕

,

U是某个 H i l b e r t空间
,

标量控制函数 u (君) ( o 续 t成 T )是非零

连续函数
,

记 V
o
d = C 〔 o ,

T 〕一 { o }
,

即有
v
(

·

)
。V

a
d

.

此外
,

算子 A : X ` X 可生成强连

续线性半群 ( C
。

半群 ) s (` ) ( r》 o )
,

B o L ( X )
,

B
。。 L (U ; X )

.

本文将讨论系统 ( 1 )如下的控制问题
:

给 定 x 。 ,

寿。X
,

T > 。 ,

寻 求 控 制 函 数
。 . o V od

,

.u o U “
,

使系统 ( 1 )在其作用下
,

存在同时满足 x .
( 。 ) = x 。 和 x .( T ) 二 x :

的

m il d解 x ,( t )
.

如果这样的
。 . 和 .u存在

,

则称系统 ( 1 )在区间〔 o ,
T 〕上由 x 。

到 x :
是能控

的
;
如果存在 T > 0 ,

使得对任意的x 。 , x : 。X
,

系统 ( 1 )在区间〔 o ,
T 〕上由x 。

到x :
都是

能控的
,

则称系统 ( 1 )完全能控
.

因为 A可生成 c0 半群 (S O (t ) o )
,

所以在
。

`

n d解意义下
,

方程 ( 1 )等价于积分方程

二 ( , ) = “ ( , ) X
。 +

买
“ ( :一 )〔

·
(
·
) B X (

·
) + B

。· `· )〕` ·

从而
,

系统 ( 1 )在 区间〔 o ,
T 〕上由x0 到xr 能控的充要条件是存在

。 .e V o J和 .u
o U

o d ,

t r

S ( T )x
。 +

J
。
s ( r 一 `

)〔
” . (丁 )刀

x , ( T ) + 刀
。 “ . (丁 )〕“ T = ` r

( 2 )

使得

( 3 )

其中
, x .( t ) ( 0 镇 t ( T )是方程 ( 1 )在

。 二 。 . , 。 = .u 条件下
,

满 足 x .( o ) = x 。

的 m i ld

解
.

定义算子 K
:

L Z〔 o ,
T ; U 〕̀ X 如下
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`、 .了`

,
矛

月啥ù勺
J才.、了.、

` “

习;
“ `T 一 , B

。 · `· ,` ·

则条件 ( 3 )可写成

K o . = x : 一 S ( T ) x
。 一 JS ( T一

:
)
v .

(
:
) B x .

(
r
) d

:

由于 X是自反 B a n
ac h空间

,

所以K 的伴随算子为

K一 B育5 .
( T 一 , )

记 、 (: )
封:

“ (卜
·
) B

O
B: “ ,

( T一 )`一 ` 0 、 `、 T ,

( 6 )

( 7 )

根据线性算子广义逆的理论 〔 2〕 ,
K有广义逆算子

天
+ == 尤 .

(兀尺
.
)
+ = 刀了5 .

( T 一 : )w
+

( T )

式中
,

W
+

( T )是W ( T )的广义逆算子
.

为书写方便
,

记

( 8 )

杂
、 .产、 .了

9l0
户̀性、了.、:少一

“ ( T ) X
。 一

{:
“ ( T一 )

· `·
) B · (

·
,`

·

并引入积分方程

x ( t ) 二 S ( t ) x
。

+

J:
“ (卜 丁 )〔。 (

·
)B X`· , + B

O
B: “ · ` T一 ,W“ T ,“ ,` ·

则有如下定理
。

定理 1 对给定的 x 。 ,

朴。X和 T > 。 ,

如果存在沪。V“
,

使积分方程 ( 10) 当
v = 如

时
,

有解 x . ( t ) ( 0 《 `《 T )
,

同时
,

将此
。 .
和 x . 代入 ( 9 )式的” 和 x ,

得七值若
. o R a n g e (K )

( 表示K的值域 )
,

那么系统 ( 1 )在〔 。 ,
T 〕上由 x 。

到朴是能控的
,

而且实现由 万。
到 xr 的

迁移之控制可取为沪和
: . = K

+

考气

证明 依设
, 。 .

和 x . 满足

X · ` , ) = “ “ ) x
。 +

买
s `:一 )〔二`· ) B:

·
(
7
) + B OB: s· ( T一 )W

·

( T ):
· 〕 ` ·

注意到式 ( 8 )
,

可知
: x .( O是方程 ( 2 )对应于” = 。 .

和
: = K

+

护的解
,

也即系 统 ( l )对

应于。 == 。 .
和 u == K嗜

.
的m i l d解

,

且满足 x .
( o ) == x 。 , 进 而

,

依 设
,

省
. o R a n g e ( K )

,

从

而K K
+

护 二护 , 于是
x · ( : 卜 “ ( T ) X

。 +

I:
S ( T一 )二 `7

) B x · `· )` · + K K
`

“

一
定理 1得证

。

以定理 1为基础
,

针对系统 ( 1 )的某些特点
,

可导出比较实用的能 控 性 判 据
。

比

如
,

当 ( 1 )对应的线性系统

l
` ( ` ) = 月x ( `) + 丑

。 “
( ` )

、 x ( 0 ) 二 x 。

( 1 1 )

完全能控时
,

根据线性系统的基础理论 st 〕 ,

有

R a n g e ( K ) == X ,
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且对任意 T > 。 ,

W ( T )存在有界逆算子平
一 ’

(劝
,

从而有详
+

( )T
二 W

一 ’
(劝

,

积分 方 程

( 1 0 )可写成

式中

万〔t ) 二 h (一; x
。 , x : ,

T ) + (G
; x ) ( t )

* ( , ,
二 。 , 二 : ,

T ) 垒( , 一 w ( , ) w
一 ,

( T ) ) s ( : )
二 。 + w ( , ) w

一 ,
( :

1

)
二 :

(G二 ) ( , ,垒买
“ (`一 )

·
(
·
) B

·
(
·
) d

·

( 1 2 )

( 1 3 )

一 W。, ) , V一 (: )
J户

(: 一 )
· 〔· )* 。·

)`
·

( 1 4 )

雄

即有
:

城
·

, x 。 , x : ,
T )` 〔 o ,

T ; x 〕
,

G ; 是 C 〔 。 ,

几 X 〕
_

仁映入自身的有界连续线性 算 子
.

引理 1 如果 B是 X上的列紧算子
,

那么
,

对任意给定的班V ad 和有界集 D C C〔 o ,

T ,X〕
,

集合

; ,

垒{ (`
: x ) ( x , ) 一(

·

)
。。 } ( o 、 ,、 : )

都是 X中的列 紧集
.

证 明 因为 D是 C〔 0 ,
T , X 〕中的有界集

,

又 。 ( t成 T
,

故 <x( )r }x(
·

)。 D
, o ( T ( t}

是X 中的有界集
.

依设
,
刀是列紧算子

,

故

N ,

垒{。 x
(
:

) 一: (
·

) 。D
, 。 镇 : 、 , } ( o 、 ,、 : )

是 X 中的列紧集 , 记

。 ,

垒{s (:
一 :

)
。
(
:
)。二 (

:
) 一二 (

.

)
。 n

, 。 、 , 、 , }
,

, ,

垒{ , ( , )平
一 ,
( : ): ( : 一 :

)
。
(
:
)。 二 (: ) !二 (

.

)
。。 , 。 、 : 、 : }

,

由于。 。V a J ,
S ( t ) ( t ) o )是 C

。

半群
,

从而由 N ,
的歹IJ紧性和。

(
t )

,
S ( t ) 在〔 o ,

T 〕上的一致

连续性
,

可得 Q
,和 tP 都是 X中的列紧集

.

因此
,

集合

材 ,

垒而 (
,Q t

) 一而 ( T尸 ,
)

也是列紧集

利用公式

令买
, (

·
) `

·

而
` , `·

, , 。 二
·

“ ,
,

F , `
·

,
亡c〔 0 ,

T , X 〕
, O ( ` ( T

,

可知 ( G
; x ) ( t )

。 M , ,

F x (
·

)
。 D

, o 〔 t ( T
.

因此
,

tR =C M (t 0 ` t提 T )
;
由于M t

列紧
,

故 R才也是列紧集
.

引理 2 如果 B是X 上的列紧算子
,

ve V耐
,

那么 由式 ( 14 )所定义的算子 G
。
是全 连续

线性算子
。

证明 记 夕( t ) =
( C

o x ) ( t )
, o ` t` T ,

由范数性质和 cS h w ar
z不等式

,

可得

蓄

.}, (` , ,}
2

、 2

(丁:
,}S`卜 ·

)
·
(
·
) B {}

Z
d二

丁:
}!
X
(
·
) ! }

Z
d·

+

J;
! }W` ,

)W一 ( T ) S ( T一 )
·
(
·
) B }}

Z
d二

丁:
}! X。·

) }}
Z
d·

)
,
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X
(
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, 1
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· ( 7 ) B }}
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!!

X
(
7
) }!
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买
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:

卜二 ( ,
2

) !!
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!!二一 (: ) : (: 一 )
·
(
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所以
,

对 C〔 。 ,

乃 X 〕中的任意有界集D
,

定义于〔 0 ,
T 〕上 在 X 中取 值 的 函 数 族

<( G
o x ) (

·

) lx (
·

)
。 D }是一致有界

,

且等度一致连续
.

其次
,

由于 B是列紧算子
,

依引理 1
,

对任意的 r。〔 o ,
T 〕

,

{ ( G
v x
) ( , ) Ix (

一

)
。 D }是 X

中的列紧集
。

所以
,

根据推广了的A s e o
l i
一 A r z

l a定理 〔` 〕得 { ( G
o x
) (

·

) Ix (
·

)
。D 》是C〔 0

,
T , X 〕中

的一个列紧集
,

故 G
。

是列紧算子
,

又 G
。

是连续线性算子
,

从而G。
是全连续线性 算 子

.

引理 3 存在
。 . o V

o d ,

使得 z 必a (G
u一
)

。

这里
, 。 (G声 )表示算子G产的谱集

。

证明 依式 ( 1 4 )
,

可知对任 意 实 数 口笋 。 ,

有 G口
。 == 夕G

。 ,

所 以
,

当 久。 a ( G
。

)时
,

夕久
。。 (G口

。

)
.

根据全连续线性算子的性质〔` 〕 ,

对任意 , V ad
, 口

(G办或是有穷集
,

或 是 以 。为唯

一聚点的可数集
,

于是
,

当 1 。 ( G刁时
,

必有实数夕护 。使 1 必。 (G口
U

)
.

同时
,

由于 当

泥凡 d和夕笋 。 时
,

必有夕“ Va J
,

所以引理 3 得证
。

定理 2 如果系统 ( 1 )对应的线性系统 ( 11) 完全能控
,

那么当B 是列紧算子时
,

系

统 ( 1 )也完全能控
.

证明 对任意给定的 x 。 ,

与。X和 T > 。 ,

依引理 3和 2 知
:

有沪。
Vo d

,

使 1崔a( G产 )
,

而且 G产是 B a n a o
h空间c 〔 。 ,

T ; x 〕
_

上的全连续线性算子
,

从而 (认
,。 一

劝存在有界 逆算子

(氏一 I )
’ ` 。

于是
,

对任意的杖 t ; x 。 , x : ,
T )

,

积分方程 ( 12 ) ( 也即在本定理假 设下 的积

分方程 ( 10 ) ) 都有解x’ ( O ( 。 ` t成 T )
.

其次
,

由于线性系统 ( 1 1)完全能控
,

从而 R e n g e

(K )
= X

,

故与。气 x . 对应的由 ( 9 )

式确定的省
. o R e n g e

(K )
。

根据定理 1
,

得到系统 ( 1 )在区间〔 o ,
T 〕上由 x 。

到朴能控
.

由于 x 。 , x : 和 T > 。 的

任意性
,

所以
,

系统 ( 1 )完全能控
.

定理 2 得证
.
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《科技成果转化及厂校合作问题首届国际

研讨会论文汇编》出版

《 科技成果转化及厂校合作问题首届国际研讨会 》 于 1 9 9 2年 6 月在广州中山大学召

开
,

参加会议的代表有来自加拿大及国内各地代表 80 多人
。

为了使有关单位更好地 了解

这次会议所研讨的问题
:
我们编辑了 《论文汇编 》

,

刊登于中山大学学报论丛 1 99 2年第

4 期 ( 国内外公开发行 )
。

该书对从事科技管理和科技开发专业人员有较好
一

的 参考 价

值
。

《论文汇编 》 共收集论文 49 篇
,

约 2 5
.

5万字
,

16 开本
,

每本 5
,

80 元 ( 包括邮资 )
。

邮购请与中山大学学报编辑部潘丽冰联系
。
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