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晶格动力学中的波矢表象
’
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( 中山 大学物理 学系 )

摘 要 相应于键长
、

键角和二面角相互作用分别引进力系数了
,

h和g
,

写出了具有 抓化

钠结构晶格的振动方程
.

提出波矢表象的概念以说明循环和自由边界条件之间的相互关系
.

这两个条件导致振动频谱的重大差别
,

特别是在其低频部份
.

但两个条件给出的最大频串不

变
。

对于不同的力常数值
,

给出了一些数字计算结果
。

护

关锐饲 晶格动力学
,

波矢童
,

内坐标
,

布里渊区
,

声子频谱

1 简谐近似和内坐标

在晶格动力学中通常将恢复力系数表示为晶格总能量对振动位移的二 次偏微商
,

这

种方法不能给出真正的简谐近似 〔` 〕
.

真正的简谐近似要用独立内坐标来定义力 系 数
.

一个束缚原子体系的独立内坐标为近邻键长
、

键角和二面角 〔2〕
.

引入键长力系数 f
,

键

角力系数人和二面角力系数 g ,

可以写出简单立方结构单原子体系的振动方 程 〔“ 〕
.

下 面

将方程推广到氯化钠结构A B型双原子体系
.

常见的A B型晶体有 1 30 多种
,

其中具有氯化

钠 结构的超过半数
。

这种推广具有重要的现实意义
.

此外
,

由真 正的简谐近似 方 程 出

发
,

可以清楚地说明用传统的循环边界条件和用自由边界条件〔` 〕所得到的结果的 差 别

以及两者之间的关系
.

在级化钠结构晶体中
,

最近邻键长力系数只有一个独立的f
.

图 1 的 P : ,
p : ,

P 。
和

p
`

是晶体中近邻 4 个原子的共面的平衡位置
;
若几和凡位置为A原子

,

则尸
2

和尸。
位置为

B原子
.

p : 尸:
aP p `

为一正方形
,

其边长等于晶体中的最近邻距
。 .

只有原子沿垂直于正方

形平面的位移运动才能引起二面角的变化
.

例如当 4 个原子位移至 式
,

式
,

式 和 p厂

点时
,

二面角的变化可用有向线段万马; 衡量 , 其 中
,

p二尸 ; p ,4, 尸二共面
,
尸: p 二p :

p气也共面
.

图中F : ,
F : ,

F 3 ,

F
`

为由于二面角变化而产生的恢复力
.

二面角恢复力是

一种四体相互作用力
,

这 4 个力的合力和总力矩都应等于零
.

因此由结构对称性得到

F : = F ` == 一 F : == 一 F 3
( 1 )

本文 19 9 1年 n 币 8日收到
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帆髻

上式表明无论对于 A原子或刀原子
,

二面

角力系数 g 相等
。

类似地可以证 明
,

由

于氛化钠结构的对称性
,

键角力系数也

只有一个参数 h
,

而不论角点上出 现 的

是 A 原子或 刀原子
。

因此
,

氯化钠结构

晶体和简单立方结构单原子晶体类似
,

均只有 3 个独立的力系数 ( f
,
几

, g )
。

从而可以直接由后者的振动方程写出氯

化钠结构晶体中第 (
a
夕了 ) 个 原子的振

动位移
x
分量的牛顿方程为 〔’ 〕

飞

图 1 二面角力系数
F i g

.

1 T h e f o r e e e o n s t a n t o f d i h e d r a l a o g l e

二 a口, 公a口, = 习 af Z
( x

a , 君v 一 x a
夕, )

a ,

+ 习
a ,刀,

+ 习
a , 下 ,

入a Z〔 ( x
。
口, , 一 x 。 ` 夕, ) + (夕

。 ,口, 一 万。刀 , , ) ( a ` 一 a ) (夕
` 一夕)〕

h a ’
〔 (

x a口, ` 一 x 。 , 刀, ) + (
z 。 , 刀, 一 : 。 a , ,

) (
a 尹一 a

) (了
尹 一了)〕

+ 习 夕a Z

〔 ( x
a 口 , , + x a夕, ,

) 一 ( x
a
口, + z a口, , ,

)〕
刀, v ,

( 2 )

其中
,

(
a + 口+ 丫 ) 二奇数的原子称为奇位原子

,

其质 量 二 。刀, = 二一 ,
(
“ + 夕+ 丫 ) = 偶

数的偶位原子的质量为二胡
, = m

十 .

类似于 ( 2 )式
,

用轮换方法可以得到第 (
a
夕y )个原子的夕和 : 位移分量的振动方 程

。

由于采用了最近邻距
a
为长度单位

,

故原子的平衡位置矢量尹 = ( a ,

口
,

1)
.

2 氯化钠结构的稳定性

晶体结构稳定的必要条件为所有简谐振动频率均为正值
,

频率等于零的 3 个平移模

和 3 个旋转模例外
.

下面首先按传统方法附加循环边界条件进行讨论
。

这时利用平移群

理论可以引入波矢量寸
=
(言

,

乙
,
l] )

。

定义记号

{
令

万 二 几/ f
, ` = g / f

,

E = 侧而下丽二。 2
/ f

a , ,

M == 召 二 一 / m
, ,

M
a

尸, = 1 /M (奇位 )
,

或M (偶位 )

1 x a 口, 二 ( A
a口, /

、厂而而币 )
e x p i ( 一 。卜 2, 寸

·

, )
,

’

; 。口, “ B a刀, /亿不摘于
.

二 , z a口, == C a口, /了
、

瓦万…

则 ( 2 )式可写为

E A
a口, == 习〔M a口, A a刀, 一 A

。 ,口, e x p Z二省i (
a 一 a `

)〕
a ,

+ 。

纂,H
`月· ` “ y e x p Z“若“ “ 一 “ ` ’ 一通· ” ` Fe’ p Z̀ ““ “ 一 “ ` ’

+ 〔 B a a , , e l p Z万乙i (夕一 口
产
) 一 B。 , 口, e x p Z万省i (

a 一 a 夕
)〕 (

a 尹 · a
) (夕

尹 一夕) }
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+ 习 H { A “ , a y e x p Z二省i (
a 一 a 了

) 一 A。口y , e x p Z万叮i (丫一 了
护
)

a , y ,

+ 〔C a口 , , e x p Z万叮i (了一 丫
尸
) 一 C。 , 夕, e x p Z万古i (

a 一 a 了
)〕 (

a 尹 一 a
) (下

` 一 了 ) }
+ 习 G { M

a
刀,

,

A
a
尸: + M 。 夕, A

a
刀, : ` e x p Z二 i〔(夕一 口

产
)乙+ (丫一 了

产
)刀〕

夕, , ,

一月 a刀` , e X p Z万乙i (口一 夕
,

) 一 A a夕, , e x p Z二粉i (下一 丫
,
) } ( 3 )

类似地用轮换方法可以写出关于 B动 ,和 C
。

脚的方程
.

氯化钠结构的单位晶胞中只有两个原子
,

故可 取 ( A川
,

B : : : ,
c : ` : ,

A : : : ,
刀

: : : ,

C : : :
) 为 ( 3 )式中的独立变量

.

由 ( 3 )式可解出本征值

E = 〔 ( z / M ) + M 〕〔 1 + ZG ( 1 + e o s Z , 乙
e o s Z万刀)〕士 { 〔 ( 1 /M ) + M〕忿

〔 1 + ZG ( i
+ e o s Z二乙

e o s Z , 刀)〕
2 一 4〔 1 + ZG ( z

+ e o s Z二乙
e o s Z二” )〕

2

+ 〔 ( SH 一 2 )
e o s Z二言一 4 ( H + G ) (

e o s Z二乙+ e o s Z二刀)〕
2
}

’ 了 2

( 魂 )

注意到 ( 1 / M )
+ M ) 2

,

( 4 )式给出的E为正值的条件为

〔1 + ZG ( 1 + e o s Z二乙
e o s Z二叮) 〕

2

) 〔 ( 4H
一 1 )

e o s Z二省一 2 ( H + G ) (
e o s Z ,乙+ e o s Z二 ” ) 〕

2

( 5 )

对于平移模
,

省= 省= 刀 = o ,

这时 ( 5 )式取等号
。

由于二面角恢复力通常都很小
,

故恒有

G 《 H
。

若略去G
,

则 ( 5 )式给出结构稳定的条件变为

〔( 4H 一 1 )
e o s Z二若一 ZH (

e o s Z ,乙+ e o s Z二粉)〕
2 < 1 ( 6 )

上式左边可能的最大值出现于
。 05 2军言二 1

, c
os Z戒 = 。 05 2助 二 一 1 ;

结构稳定 条 件 要求

0 < H < 1 / 4 ( 7 )

上式中的H > o 是恢复力系数按定义为正值所要求的
。

注意公式 ( 5 )至 ( 7 )中不含有M
,

故当M = 1 时也可应用
.

若 M 二 1
,

则方程 ( 2 )

和简单立方结构单原子体系振动方程相同 , 而在自由边界条件下结构稳定的 条 件 为〔 3〕

o ( H < 0
.

1 3 6 0 ( s )

因此
,

循环边界条件的引入导致失去了 0
.

1 3 6 0 < H < 0
.

2 5 0 0范围以内的所有软模
。

3 波矢表象

前面讨论的引用循环边界条件的氯化钠结构型的平移基 矢 为 ( o , 1 , 1 )
o , z )

,

( 1 , 1 , o )
; 倒易基矢为 ( 一 1 / 2

, 1 / 2
, 1 / 2 )

,

( l / 2 , 一 z / 2
, 1 / 2 )

,

( 1 ,

( 1 / 2
,

卜̀ó、

卜冰

1/ 2
, 一 1/ 2 )

;
第 一布里渊区的体积为1/ 2

.

在特殊清况下若原子 A等同于原子 B
,

上述

各种结果也应成立
.

但这时每个氯化钠型结构单胞中含有两个相同的原子多 称将上述方

法用于简单立方单原子体系体时为采用寸( 2 )波矢表象
.

直接处理这种单原子体 系 时
,

通常采用的是圣( 1 )表象
; 相应的平移基矢为 ( l

, o , o )
,

( o ,
l

, o )
,

( o ,
o

,
i )

, 倒易基

矢为 ( z
,
o

,
o )

,

( o ,
z

, o )
,

( o
,
o

, i )
。

在圣( 1 )表象中每个单胞 中 含有 1 个

原子
,

第一布里渊区体积等于 1
。

类似地还可取包含 8 个原子的正立方体为上述单原子体系的结构单元
,

平移基矢为

( 2
, o , o )

,

( o , 2 , o )
,

( o , o , 2 )
, 相应于寸( s )表象

,

第一布里渊区的 体积

等于 1 / 8
.

图 2 给出了璧( 1 )
,

寸( 2 )
,

寸( 8 )表象的第一布里渊区的第一象限 的 部 份
,
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二

r 为 3个布里渊区的共同的中心
.

图中祖实线 给

出璧( l )的布里渊区的边界
.

过 r L联线中点 M 的

平面 A B亡D E F是奴 2 )表象布里渊区的边界
,

这

个平面恰好将粗实线正立方体削去了一半
。

图中

的点线给出寸( 8 )表象的第一布里渊区
,

由 图 2

可见
,

奴 N )表象的结构单元体积增大 至 N 倍
,

而布里渊区的体积缩小至 l/ N
。

公式 ( 4 )给出单原子体系 (M ==
l) 在口( 2 )表

象解出的本征值
,
公式中的正号相应于光学支

,

负号为声学支
,
按沿

x , , , z
不同偏振 区分

,

共

有 3 个光学支和 3 个声学支
.

当M = l 时 ( 4 )式

可简化为
E == 〔2 + 4G ( 1

+ e o s Z: 否e o s Z二刀) 〕士 } ( SH
·

(
e o s Z万七+ e o s Z二刀) 1

洲洲洲洲洲洲洲洲洲洲洲
... . . . . .

.

…… ,
.

22222

...’/////
””

`

”
’

厂
’

:::::

厂厂 /

洲洲洲

图 2 不同 q表象中
F i g

.

2 T h e B r i l l o u i

的布里渊区
n z o n e o f

v a r i o u s q r e P r e s e n t a t i o n s

一 2 )
e o s Z二省一 4 ( H + G )

( 9 )

上式给出的模的偏振平行于 x轴
,

将 ( 若七粉 ) 轮换可由 ( 9 )式得出g 和 : 偏振的模的本征

值公式
。

如果在童( 1 )表象解方程 ( 3 )
,

则因结构单元中只含一个原子
,

故可取 (A川
,
B川

,

C : : :
) 为独立变量

.

类似于 ( 4 )式可得x 偏振的模的本征值为

E = 〔 2 + 4 G + 4G e o s Z军乙
e o s Z: 刀〕 + 〔 ( S H 一 2 )

e o s Z兀七
一 4 ( H + G ) (

e o s Z万乙+ e o s Z二刀) 〕 ( 1 0 )

将上式中的 ( 若心衬 轮换即得到鲜和 : 偏振的模的本征值
.

在寸( 1 )表象的解只给出 3个

声学支
,

没有光学支
.

注意夕( 1 )表象的 ( 10) 式中的波矢 ( 七
,

乙
,

衬 取值遍布体积为 1 的

布里渊区
,

而奋( 2 )表象的波矢只限于体积为 1 / 2的布里渊区 , 参阅图 2
.

故 ( 10) 和 ( 9 )

式给出的本征值有一一对应关系
.

这种关系确定了寸( 1 )表象和寸( 2 )表象的波 矢 量 相

关
,

类似于点群理论中的空间对称型相关
。

圣( 1 )表象中的两个波矢在寸( 2 )表象合并为

一个
;
而在夕( l )表象的一支声子模在圣( 2 )表象分裂为两支

.

类似地
,

当M = 1 时在寸( 8 )表象也可解方 程 ( 3 )
;
并且可以证明这样得到的 本 征

值谱也和寸( 1 )表象的结果重合
.

但这时的布里渊区体积缩小至寸( 1 )表象布里渊 区 体积

的 1/ 8
,

而声子分支的数目增大至 3 x s = 24
.

9〕

考虑一个极限清况
,

设晶体由 N
: x N

: x N 3
个原子组成

,

则在奴 N : N zN :
)表象的 第

一布里渊区缩小为一个点璧= 。 ,
而本征值谱则分为 3 y

: N :
N

:
支

,

每支只有一个 模
.

并

且在不同的寸表象解导的本征值潜均相同

程的形式

.

在寸(N
: N

:

N
。
)表象的方程 ( 3 )可写为本 征方

E P = 君尸

其中
,

p 为以 ( A川
,

B
, : : ,

c 川
,

A
, , : … … C 、 : 、 : 、 。! )为元素的列矩阵

,

( 1 1 )

君为 3 N
:
N

:
N

。 x

3 N : N :
N

。
力系数矩阵

.

称 p为声子漠矢量
.

前面证明了矩阵忿的本征值等 同 于 通 常 在

寸( 1 )表象解出的声子本征值
.

注意圣表象的使用前提为引入了附加的循环边界条件
.

这相当于认为例如 第 (
a 二 1 ,
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吞
, 下 ) 个原子和第 (

a = N : ,

夕
, 丫 ) 个原子如同互为最近邻一样具有各种键长力

,

键角

力和二面角力相互作用
。

将这些人为附加的而事实上并不存在的力对君的贡献部分 记为

矩阵左
,

令户= 君一 左
,

则由本征方程

户Q == E Q ( 2 2 )

解出 的 E 二 召石砚不了俨 / f矿才是晶体的真简谐振动本征值
,

称 Q 为简谐子摸矢量
多 。 是

真简谐振动频率
, `

己不同于波矢表象中得出的声子频率。 〔” 〕
。

在 ( 1 2 )式中采用了自由边

界条件以代替 ( 11) 式采用的循环边界条件
。

类似于 ( 1 1) 和 ( 12 )式关于单原子体系的讨论

完全适用于氯化钠结构双原子体系
.

由于 ( 1 2 )式的自由度很大
,

所以过去只能附加循环边界条件代替为 ( 11) 式以便利用

平移群理论在寸表象求解
。

至于方程 ( 1 1) 和 ( 1 2 )的解之问的差别到底有多大
,

迄今 是未

解决的问题
.

近代计算机技术的发展使这个问题的解决有了可能
。

4 数字计算结果

在常见的70 多种具有氯化钠结构的月B型晶体中
,

M值最小的是 LI I ( M = 。
.

23 4 )
,

最大的是 T
a C ( M 二 3

.

8 8 1 )
。

K CI 的M ( 二 1
.

0 4 9 ) 值较接近于 1
。

图 3 ~ 5 给 出的各

种代号的曲线相应的理论参数列于表 1
.

表 1 图 3
, 、 5 各曲线所 用参数

T a b
.

1 T h e P a r a m e t e r s o f e u r v e s i n F i g
.

3 t o F i g
.

5

代码 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1 12
.

M 4
。
0 0 0 2

。
0 00 1

.

4 0 0 1
。
0 0 0 1

.

00 0 1
。

00 0 1
。

0 0 0 1
.

0 0 0 1
。
0 0 0 1

。
0 0 0 1

。
0 49 1

。

0 0 0

H O
。
1 4 0 0

。

14 0 0
。

14 0 0
。

14 0 0
。
1 4 0 0

。
1 4 0 0

.

1 8 6 0
。

1 2 0 0
.

1 0 0 0
。

14 0 0
。

1 4 0 0
。

14 0

G O
一

0 1 0 0
.

010 0
.

0 1 0 0
.

0 4 0 0
.

0 2 0 0
.

0 1 0 0 0 0 0 0
.

0 1 0 0

E m s
。
8 4 0 5

。

20 0 4
。

3 9 8 4
。
6 4 0 4

。

3 2 0 4
。
1 6 0 4

.

0 0 0 4
。

0 0 0 4
。

00 0 4
。

0 00 4
.

165 3
。

95

.

采用自由边界条件

图 3~ 5给出的是归一化本征值分布函数功( E )
,

亥
二“ “ ’ ` “ ” `

E m为最大本征值
,

计算结果给出于表 1 最下行
.

除曲线 1 2外
,

算
。

当引入循环边界条件时
,

由 ( 4 ) 式可得到最大本征值

E 二 = 〔( 1 / M ) + M 〕 ( 2 + SG )

上式表明在寸表象中E 二值和键角力系数 H无关
.

( 1 3 )

所有结果均采用寸表象计

( 1 4 )

公式 ( 1 4 ) 和图 3 表明
,

二面角力系数 G的变化会影响 E m值以及分布函 数 价 (E )
。

由于G = g f/ 《 1
,

这种影响是不大的
.

因此
,

为了比较寸表象和自由边界条件的结果的差

别
,

可以近似地令G == 。
.

图 4 中的曲线 7 至 10 表明
,

如果 G = 0
,

则函 数价 ( E ) 对于

E = E m / 2两侧是对称的
.

但是用自由边界条件由 ( 1 2 ) 式解出的价 ( E ) 却不具有这种对

称性
,

参见图 4 中的曲线 12
.
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图 3 不同 G值的分布函数
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图 4 不同H值的分布函数

F 19
.

4 T h e d i s t r ib u t i o n f u n e t i o n o f v a r io u s v a l u e s o f H

传统地认为方程 ( 12 ) 涉及 自由度高达 1。“ “

的问题
,

因而无法求解
.

但 事实并非如

此
。

对于 N , x N : x N
;
单原子体系

,

可以令N j ( j = 1
,

2
,

3 )值由小到大地解方程 ( 1 2 )
。

计算表明当N j > 6 时得到的各种结果开始迅速地收敛
.

为得到足够精确的结果
,

只需处

理 10 至 12 左右的N j值 〔“ 〕
.

图 4 中的曲线 12 就是这样得出的稳定收敛的函 数价 ( E )
。

表 1

给出用自由边界条件这样得到的 E , 值为 3
.

95
,

它和用同样力系数由循环边界条件得到的

结果 ( E 。 = 4 ) 相差只有 l 肠
.

因此可认为两种边界条件给出的 E 。 值是相 同的
。

但另

一方面
,

自由边界条件给出的曲线 1 2和图 4 中用循环边界条件得到的其它 4 条 曲 线 相

比
,

前者的低频成份明显地增多 了
.

这是一个十分重要的差别
.

公式 ( 7 ) 表明
,

循环

边界条件容许H值增大至不超过 0
.

25 仍不会给出负的 E值 ; 图 4中的曲线 7用 H = 。
.

180
,

仍没有出现软模
.

而公式 ( 8 ) 表明
,

在自由边界条件下这样的结构是不稳定的
。

就是

说因循环边界条件附加的事实上并不存在的相互作用户
,

导致损失了晶格频谱中许 多低

频振动模
,

其中有些甚至是软模
。

因此
,

用圣表象来研究晶格振动的稳定性所得 结 果是

不可靠的
。

图 5 给出了M值对分布函数功( E ) 的影响 , 图中只有曲线 6采用了质量参数 M ` 1 ,

而其它 4 条曲线均有M 笋 1
。

循环边界条件给出的公式 ( 4 ) 使得所有氯化钠结构A B型
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双原子晶体 ( 不可能有M = 1 ) 的振动频谱中
,

在光学支和声学支之间出现禁区
。

即使

是曲线 6 采用了很接近于 1 的M (
“ 1

.

0 4 9
,

相 当于 K CI 的情况 ) 值
,

从图 5可以 看 到

它的 E值禁区仍十分显著
。

图 5 表明
,

M值偏离 1 越大
,

则频谱巾出现 的 禁 区 越 宽
.

N a CI 和 K C I等碱卤化合物晶体的振动频谱很早就被详细计算过 〔“ 〕 ,

但未发现有;类似禁

这
。

这和计算中没有采用严格的简谐近似有关
。

过去的晶格动力学计算中经常都不是从

独立内坐标来定义力系数
,

而这样得到的结果不是真正的简谐近似 〔 ’ 〕
.

值得 注 意的是

在解真简谐近似振动方程 ( 2 ) 时
,

若不附加循环边界条件而是采用自由边界条件
,

贝吐

本征值谱中的上述禁区消失
.

图 5 不同M值的分布函数

F i g
.

s T h e d i s t r i b u t i o n f u n e t i o n o f v a r i o u s v a l u e s o f M

6 讨 论

在凝聚态理论中通常用绝热近似将电子和原子实的运动分开考虑
.

处理电子的运动

时将原子实设想为各种固定的骨架而用自洽场方法计算体系的总能量
,

由总能量为极小
r

的条件确定体系的稳定结构
。

因此晶体的基态能量中包含有骨架的结构参数 , 其中的独

立参数就是键长
,

键角和二面角
。

讨论原子实在其平衡位置作微小振动时利用这些独立

的内坐标来定义恢复力系数
,

就 已经包括了各种相互作用而不必考虑晶体的结构性质
,

例如是共价或离子性结构
。

只要绝热近似成立
,

用这样的力系数写出的晶格振动方程就

可给出简谐独立模
。

晶体结构对称性将使独立的力系数个数减小
,

对于氯化钠结构只有
’

3 个独立力系数
。

这些力系数不难从各种有关的实验数据中求出
.

波矢量表象这个概念的引入有两方面的意义
。

第一
,

由此可以清楚地说明循环边界

条件和自由边界条件两者之间的关系
;
同时说明了后者比前者 更为接近实际

.

第二
,

由

波矢量表象证明了波矢量相关的规律
; 说明了对于晶体中的微观效应波矢不是一个好的

量子数
,

因为它和结构单元的划分方式有关
; 与此相联系的是声子模分支的方法也不是

绝对的
。

利用循环边界条件和 自由边界条件对同一个晶格振动方程的计算可以得出相同的最

高振动频率 ; 但两种条件给出的其他结果的差别是显著的
.

公式 ( 7 ) 和 ( 8 ) 表明前

者可以使一个本来不稳定的结构成为稳定
,

因为它附加了和矩阵左相应 的 额 外 的 作用

力
。

前者使本征值分布函数功 ( E ) 损失了大量的低频成份
;
这些低频成份的存在和体系

的自由表面有关
,

循环边界条件使真实的体系失去了自由表面
.

可以预期
,

功 ( E ) 在低
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频端出现的这种严重差别将会在晶体的低温性质有关的实验中反映出来
。

关于循环边界

条件导致光学支和声学支之间出现禁区的问题和采用的振动方程的形式有关
,

尚须作进

一步研究 , 但无论如何
,

这表明两种边界条件在频谱中段造成的差别也是显著的
。

图 4

中的曲线 10 和 12 采用的力系数相同而只是边界条件不同 , 可以看出它们的高频部彼此较

为接近
,

当晶体足够大时其边界效应对振动频谱的高端影响较小
。
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