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个别时变步长���自适应算法

陈钧量 唐予南

�无 线 电电子学系 �

摘 要 本文提出一种步长自适于输入信号与预测误差相关的个别时变 步 长 最 小 均 方

�������自适应算法
�

给出步长的物理解释
，
导出算法的收敛条件

、

权二阶矩矩阵差 分

方程和稳态失调量
�

将个别时变步长的思想应用于归一化���算法和分块���算法
，
均 获

得良好效果
�

关甸词 个别时变步长矩阵
，
���自适应算法

，

权二阶矩
，

权噪声功率

自适应滤波器具有跟踪时变输入统计能力的突出优点
，

可用于通信
、
控制

、

雷达
、

地震学
、

图象处理和模式识别等领域
�

�记���
一

�������自适应算法
，
因其 简 单性

和在某些应用中的顽健性
，

近十多年来得到广泛采用 �’ 〕 。

但这种固定步长���算法
，

在性能方面存在着收敛速度与稳态失调量的矛盾
。

近几年来
，

人们提出了多种可变步长

���算法 〔 �� ‘ 〕 �

本文基于维纳滤波器中误差信号与输入信号正交性原理
，

提出一种步

长自适应于权误差均值的个别时变步长最小均方 �������算法
。

� 个别时变步长���自适应算法

图 �为系统模拟框图
，
在�时刻模拟系统的预测误差

。
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图 � 自适应仿模系统框图
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本文����年 �月��日收到
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梯度搜索法的权向量迭代公式为

详��� ��� ����一 群��

式中“ 为步长常数
，

认为误差函数的梯库
�

在二般���自适应算法中有
〔 ‘ 〕

，犷��� ���详����� �户
。
�乃��、�

式���收敛的充分条件为

第��卷

���

���

、�产、产�任户�
了‘、矛‘
、

、声��、��尹、刃产九�行�︸吕
‘

性了、��、了�、
、

��召����
�〔�二二

���〕

其中
，
�、 二
���� �〔������

���〕
， �，〔 � 〕为

·

的迹
�

设群足够小
，

则稳态失调量为
〔 ’ 〕

� �� 产
�
�，〔�二�〕

本文将步长因子产用时变步长矩阵叮��’�表示 ，
式���变为

评��� ��� 评���� ������己�������

式中�为常数
，
用来保证算法收敛

。

����定义如下

����二 ����〔�。
�‘�

， 祥����
， … ， 产对

一 �
���〕

其中产
，

�约取下式

沉 一 �

产����二 �习
�
��一 ���“ 一 �一 川

，
�二 �

，
�

， … ，
� 一 �

卜 �

式中二为参数
，
它将影响算法的收敛性能

，
其值可按具体应用来选择

�

下面
，

对式���作必要的解释
�

假设
� ① 。 �、�与 二�、�不相关

，
和全

‘ ��、 一 ，�二�、一 �
厂一 才

二 。

一 ��二 �
， ②各����互不相关

，
则����与以�也不相关

�

将式���代入���
，
并计及假设①和②得

�‘����� �习 〔���一 ��一 ��

��一 �����一 ��〕���一 �一 ��】
�一 �

� �习 侧��一 ��
·

�二 �

卜习 ���一 �一 �����一 �一 ���
�� �

� 水 ’���茄
‘
买

�，�‘一 ‘�� ���

其中 �
岌是均值为零的输入信号方差

�

式���具有明显的物理意义
，
第�个步长因子心��

与第 �个权误差均值的绝对值成正比
，

即每个权根据其误差均值绝对值大小个别进行迭

代运算
�

此外
，

迭代运算初期
，
附���数值较大

，
加快收敛

�

当接近稳态或达到稳态时
，

权误差均值绝对值较小
，

即群����也较小
，

从而保证更小的稳态失调量
�

可见
，
由 式�的

说明了式���的合理性
�

�
。
� 收散条件

由式���和���可得

���� ��二 ���

“ ���

� ��万���。�������
� �掩����〔，���一���������〕���� ����
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对上式取期望
，
并考虑假设①得

�〔���� ��〕 � 〔了一 �������，二〕�〔��‘��
’

式中
，
�为单位 矩阵

，
����“ �〔����〕

设�为使���’��。 对角化的正交化矩阵 ，
用�前乘式����可得

�〔�尹��� ��〕 � 〔�一 ���〕 ‘十 ‘�〔�，���〕

式中
，
�，
��� ��二 ����� ��

，

� � �〔�����二二〕口� � ����以�， 丸�
， ·

了�
，
几、 〕

由此得收敛条件

������几‘
，
�� � ， � ，… ，

�

即 ������久���

一
一

材

����

��舍�

����

利用“ �� ‘�“动
”

澎
’ ‘�浇二一 则收敛的充分

、�刀声、、矛户

﹃

性建�勺目�二咭孟�
‘叮‘、�才妞、

式中久。
��

为对角矩阵 �的元素最大值
�

条件为

�������
，〔 �����二�〕

由假设② ，
式����可写为

��掩������
�〔耐��〕

，。
� 权二阶矩矩阵差分方程

权二阶矩定义为

△���� �〔���������〕 � 方�〔平���一 平�〕 〔律���一 ��〕了� ����

由式����我们得

���� ���
�

��� ��二 ������ ������〔汀��卜 ��

�������〕�����
�

丈��了���壳��艺�〔����一 ��
�������〕������ ����

展开上式并两边取集合平均
，

利用假设①，
则可得

乙��� ��� 乙���一 ��卫����
�二刁���一 ��刁����

，二
卫���

’

� ���刃�����
��
���� 〔��

�������〕���二二刃��� ���乏

将均方误差乙���� ��
������ 〔��

�������〕��代入上式最后一项得
乙��� ��� 刁���一 ��卫����

二二乙���一 ��刁����
二二卫���� ��

�
乙����

二二

卫��� ����

式����为权二阶矩矩阵差分方程
，
描述了收敛过程的均方动态特性

。

据此
，
可导出其收

敛条件
。

将式��的改写为

刁��� ��� 〔���一 �吞卫����二二〕刁���� 刁���〔���一 �点�， �
卫���〕

� ���乙���刀����
二�
刀��� ����

因掩《 �
，
上式中含尸项在收敛时可忽略

，

从而得到上式收敛的一个充份条件

一 �������一 ���
二二��������

一 �������一 �掩�����
二�
����

���色之

�����
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由式����得收敛充份条件为

��������
，〔��二衬���〕

由假设② ，
式����可写为

��掩�����立�
， 〔丽�‘�〕

这一条件和式����相一致
，

仅差一常数因子���
�

第��卷

����

����

�
�

� 艳态失润，

在式����中
，

令�、 �� ，

并且满足式����
，

自适应过程将收敛到稳态
�

定义水����

��。 刁���
，
则得

‘一卜�

刁����二 �乙��������� ����

其中
，
稳态均方误差乙����� 乙二 �

。 十 。
��
�〔刁����〕 ，

最小均方误差乙证
。 二 刀〔价���〕

由式����可得

�，〔△����〕 � 左乙����，〔丽����〕���一 ��岌��〔刀����〕� ����

由此得到�����算法的失调量

乙
����，�

�一瓦几一
嵘

· ，汇�����〕 ��二
· ，� 〔刀����〕

兔 。 �一 ���
·
�， 〔刃����〕 ����

为说明式����的有效性
，

���算法的权迭代式���
。

算法的失调量

群�戛�
，〔了〕

在式���中
�

用拜代替�
，
用单位矩阵�代替 ����

，
则得到

同样
，
在式����中

，
用产和�分别代替左和 ���’�，

可得 ���

尹。 二�
� 二

�一 ， �
委
，�〔了〕 �一 ， �

互�

� 产��〔���〕
�一 产

�

��〔�，王〕 二
娜

· ￡丫〔��二〕 ����

可见 式����与式���是一致的
。

计算�

由式���可得

“�，“ “ ，� “ �
澎

·“ � ‘ 一 ‘，· “ � ‘ 一 ‘ 一 川

二 “ �，买
“
�‘一 ‘���‘ 一 �一 ‘�十 “�‘ � ’���‘ 十 ‘ 一 ��

一 。��一 二 � �����一 �一 。 � ���
，

�二 �
，
� ，… � 一 � ����

式����右边绝对值中第一项是附��的数值
，

不增加计算量
�

因此
，

求构��� ��时只

增加两次加法和一次乘法
�

对于�个权的自适应滤波器
，
�����与���相比

，

每次 迭

代要增加�次乘法和��次加法
。



第�期 陈钧量等
�

个别时变步长���自适应算法

� 个别时变步长����和����算法

�
�

� 个别时变步长����算法

为了平滑 ���算法的稳态性能
，
由 ���算法派生出固定步长归一化最 小 均 方

������算法
，
该算法的权矢量迭代式为仁

�〕

���� �������� 〔�拌��� ‘畜�����〕��������
，

��拼� � ����

在式����中
，
用����代替产

，
提出个别时变步长归一化 �����������算法

，
其

权矢量迭代公式如下
�

���� �������� ������〔��葱��������
�������〕 ����

式中
，
�为较小常数

，
���及内���分别与式���和���相同

�

为了减少计 算 量
，

对 式

����中�
丁
������’�项进行迭代运算

。

��

��� ������ ��二 ����� ��� ������ … � ����� �一 � � ��

二 �么��� ��� ������ … � ����� �一 � � ��� �名��� �一 ��

一 ����� �一 ��

二 ��

�������� ���汇� ��一 �忿��� �一 ��
�

����

�
。
� 个别时变步长����算法

� �

为快速实现 ���算法
，

�����等提出固定步长分块最小均方 ������ 自适应算

法 〔 �〕 ，
它对输入信号作成批处理

，

权矢量在每一数据块中更新一次
�

其权 矢 量迭代公

式为

��
� ，���� ��拼

�
���才不若� ����

�

式中
，
凡是分块步长因子 �亦称分块收敛常数 �

，
��是在第 �块数据时 � � �权矢量

。

穿�垒〔� ‘，� ，��� �， � ‘，� ，，���， … ，
�、 〕� 为第 �块 � 、 � 输入矢量 矩 阵

�

��垒〔
�。 ，

�卜 �， … ， �解 、 十 ，〕� 为 输入矢量
�

宫�� 〔。 ��
一 ���， �， � ‘�一�����， … ， ���〕�为第�块�� �误

差矢量
，

而��垒�
。 一 �、 ，

其中心为未知系统的期望输出
， ，�为自适应滤波器 输 出

�

�为

输入数据分块长度
，
� 为自适应滤波器权数目

�

在式����中
，
用�����代替心

，
其中�为较小常数

，
用来保证算法收敛

�

由此 提出

个别时变步长������������算法如下
�

��
� �� ��� ����������穿�百�

� 平�� ��江��对���
�乙

乞
�益�‘

�· ��
一 ���� �

“ ��� ����������必�

考虑矢量必�的第�个元素

����

功‘，二 戈
。 ��。 一 ‘十 ，， 、 二 ，，

�
，… ， 、

掩· ��
一 ���� �

令
。 二 �一 �� �

，
上式写为
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� 一
�

一
�

一
�� �� 一

�

�一 一
��一�� 二

万
�� ��一 �� 。 ， 才一 ‘�� ‘�

” � ��
一 ��工一 ‘� �

�
， … ，

� ����

显然
，

权矢量更新项为一相关运算
，
可利用并行处理器或串行处理器 和 ��� 成块

处理
。

在式����中���’�为
二 �

����二 ����〔�����， ，����
， ·“

· ，，、 ���〕 ����

其中内��’�取值如下 �

拜‘���二 �习 功‘
，
�
一�卜 �� �

，
� ，… ，

�
�一 �

����

� 计算机模拟结果

�
�

� ����算法仿宾

模拟实验装置采用图 �的自适应仿模系统
，
未知系统采用 �个权的固定参数���横

向滤波器
。

�� �输入为平稳正弦信号
，
周期为��

，

噪声为零均值的高斯白噪声
，
信 噪 比 为

����
�

���算法拜二 �
�

���
，
�����算法�二 �

一

����
， � 二 �

�

图 �给 出 ���算 法 和

�����算法的权噪声功率学习曲维
，
图中为 �根曲线取平均的结果

�

‘ ��丁������
屯口 卜

、 、 、 又

一
�一魂一一�一一

一

一

七�
，

口

二二一一 一一�
勺 ‘ �

一

�一
、

�
、 � �

户卜全﹄�� 丫一
写门�川 �可��屯

几生生三
�

�

一�一�司 �

�几���八�
』

��公

平稳输入条件下���算法和

�����算法的权噪声功率

学习曲线
� �� ���� ������五� �����

����� �� ���������� �����

图 � 非平稳输入条件下���算法和
�����算法的权噪声功率学习

曲线
���

�

� �� ���� �� � ����� �����

����� �� ��� ������ ���� �����

、州
��

图��

�� �输入为非平稳的窄带信号
，
采样频率为 ��� ，

主频 。 �

���� ，
即� 二

��
，

窄

带非平稳信号为����二 ��� 〔���才���� ��二�����
·

��������〕 � 随机噪声 〔 ’ 〕 �

其中�是时

间序数
，
由����

�

�产生汀�的余数函数
，
输入信号中噪声项为〔 一 。 。

�
，
�

�

�〕 区间分布

的均匀白噪声
，

未知系统噪声功率为。 �

�的高斯白噪声
。
���算 法 产二 �

�

���
，
�����

算法壳� 。 �

����
， 二 二 �

�

图 �为 �根曲线取平均的权噪声功率学习曲线
�

�� �对时变系统的跟踪特性
�

仍采用图 �实验装置
，

未知系统为时变系统
，
非平

稳模型为
�
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��
，�二 ����� �

。
���

� 一 ��

��。 �二 �����
����� �

�

���� 一 ��

�����

�����

输入信号为随机的二进制比特流
，
噪声为高斯自噪声

，

信噪比为 ����
，
���算法 产 “

心
。
��

，
�����算法�二 �

。
��，

抽线
。

� 二 �
。
采用权。 。

的跟踪曲线
�

图 �给出两种算 法的跟踪

一州卜� —
� ，

�一
�州洲尸呻

一
汽�力 扭的

， 。
傀

�
。

�

�
�

�

�
。

�

�
。
多

红�力 � 倪�� ��� 三�〕� 众�以

�尹一�只�下�
�

…
��几�

图 ‘ ���算法和�����算法的权�跟踪曲线
���

�

� �
����� 。 。 �������� ����� ��� ������ ��� ��������

�
�
� ���算法

，
��� �����算法

�
�

� ������算法仿真

实验装置见图 �
，

未知系统为 �阶固定参数���横向滤波器
，
输入为正弦信号

，

嗓

声为高斯白噪声
，

信噪比为����
，
����算法中拜取。 �

��
，
������算法中�取 �

�

���

和�取��
，
图 �给出两种算法的单样本权噪声功率学习曲线

�

�
�

� ������算法仿真

实验条件与�
�

�节相同
，

信噪比为����
，
����中产

� � �
�

���
，
������中 几� �

�

��

和� � �
。

图 �给出两种算法用 �根曲线取平均的权噪声功率学习曲线
。

��������� 三仪佗��泪乃�
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图 � 平稳输入条件下����算法

和������算法的单样本权噪

声功率学习曲线
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� 结 论

本文提出一种步长自适于权误差均值的个别时变步长最小均 方 �������算 法
，

对新算法的收敛性能作了定量分析
，
讨论了其计算量

。

新算法具有初始阶段和未知系统

时变阶段步长自动增大
，

接近稳态时步长自动减小的 特 点
�

与 ���算 法 相 比 较
，

�����算法在同样的收敛速度或跟踪速度下能获得更支小�的 稳 态 误 调
�

同 时
，
提 出

工�����和工�����算法
，
计算机模拟表明均有更小的稳态权噪声功率

。
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