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摘 要
一 二

给出对角形拟线性椭圆组 D i r i o hl e t问题解的一个积分恒等式
,

并证明这一类对角形半

线性椭圆组特征值分布成一区间〔。
,

八
:
)

。

关键词 对角形
,

拟线性椭圆组
,

特征值问题
、

1 引 言
’

设 g 仁 R
“

是充分光滑的有界域
,

_

。 ) 3
,

它的边界记作口g
。
用 v表示外法向量

。

P o h o z a e v
给出边值问题

乙: = f (
。
)

u
l
。。 = 0

在口中一
rJ、`

解的一个积分恒等式
〔 ` 〕

·

J厂
(
·
) `

· +
一

号 J
。

其中
尸 (u)

=

J f ( t ) d x

· , (
·
) d x =

音J
。。 ` X

二 )! “
·

,
2` X

F ( 0 ) = 0

并给出一个反例
,

即证明边值问题

{
一 刁u 二 u P 在 g 中

在见中

P二 ( , + 2 ) / (。 一 2 )

u
> 0

u
!
。。 == 0

在星形城胭中无解
。

H
.

B r e z i s和 L
.

N i r e n b e r g 〔 艺〕
运用 P o h o z a e v 恒等式得到边 值问题

{
一 刁u 二 u p + 久“

u
> 0

在夕中

在 g 中
u
l
。 。 二 O

解存在的必要条件
,

即当久必 ( 。 ,

姓
.

) 时上述问题无解
。

这里 A
:

为一 刁的最 小特 征值
。

陈宝耀
〔 “ ’ ` 〕

把文〔 2 〕工作推广到具多重调和算子的高阶拟线性椭圆型方程和具 L a lP ac
e

算子的半线性椭圆组
.

本文考虑对角形拟线性椭圆组的 D计 ic h l e t问题
:

( I ) 厂
一

aD ( A
“ “ (

x , “
)D

, : ) 二 ` ( x , 。 )

丈 u
J

0 9 = 0

A a月 = A刀
“
在 g中

本文 19 89年 7 月 3 日收到
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其中
u = (

u, , : ` 2 ,

…
, : N

)
,

f =
( f

, ,

f Z , … ,

f、 )
,

D , : = D , u , ,
D , u么 , … ,

D 吞u N
)

.

N表示未知函数及方程的个数
, :
为自变量的个数

. 、

设存在函数 F (
x , “

) 使有
,

D
o i F (

x , :
)

=
f、 ( x

, : )
,

且 F ( x , o ) 二 o
,

,
( 1 )

这里 D
u sF ( x , 。

)表示 F ( x , :
)仅对

u `的偏导数
。

下面将证 明 D i r i e h l e t问 题 ( I ) 的解
u必

须满足一个 P o h o z
ae

、
型积分恒等式

·

I
。 F (

· , ·
)`

· +

宁 J
: 二 , ( X , ·

)`
· +

J
。 X

·

D · F `一 ,̀
·

=

含丁
。。

“ 二 ,` “ “ `X , · ’ ” 二
’

” 吞 “ ` “

·

封
。

( ·

确
aP ( ·

, ·
) ) 、 二

咖
·

’

( 2 )

这里关于 a ,

口
, 了的重指标表示从 1 至

:
求和

,

关于 i
.

j的重指标表示从 1至 N 求和
.

并运用

( 2 )证明一些非存在性结果 ( 见推论 1 ~ 3 )
。

最后探讨 了具 S ob ol e v
嵌入临界 指数的

非线性椭圆组的特征值间题并获得初步结果 ( 见定理 2 .)

2 积分恒等式的建立

设
u
是问题 ( I )的解

,

便有

J产
· ” ( X , ·

) D二D ,· ` X ==

J
。
二“ ·

,̀ X

( 3 )

注意到条件 ( 1 )
,

应用 G
r e c五公式得

。 ·

I
。。 `X 二 ) F `X , ·

,`
! 二 ·

分( X
, ·

)` x +

I
。

( x
·

D : ` ) ,` ( X , ·
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·

+

J
。 二

、 (二
, 。 ) d二

( 4 )

其中 uD
`

:( 几妈
D声 i,.

·

神 D产
)

丁 :

D二 F ( x , “ ) = ( D 二 ,
F (`

, ,
)

,
D 二 : F ( x ,

, )
,

…
,
D 二 , F ( x , “ ) )

D气 (F
: , 。

)表示 F ( `
, “

)仅对` 。
求偏导数

,

而不考虑变量 .u 显然

J了
·

D `A· “ `一 ,D… D ,· ) `一 J
。。

(X
·

, ) ,
· “ ( X , ·

)刀
。 ·。 ,· d !

一丁
。 :

·

, (:
,· ) d二

( 5 )

由齐次边界条件推知在 a g 上有

D u ` = 土!D
u i !

v
( 6 )

…

J
。。

( X
·

, ) A
· ” ( x , ·

)D
· 。。 , · ` : =

J
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( x
·

D 。 ` )A
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丁
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J
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·

D
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J
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+
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·
A
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a
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A
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尹(二
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。 : ·

D口
: : ,

并
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利用等式 ( 5 ) 得出
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J
。 二A

· “ `X
, ·

, D… D / r· ` X

==

合丁
。。

( x二 ) A
· “ ( X , ·

)D二。 ,· d` 一

晋J
。 二 , ( X

, ·
)`

·

一

晋丁
。
(二 D A· “ )D… D 。· ` X “ ,

以 ( 8 )代入 ( 7 )中最后一项得

合丁
: 。

(… ) A
· “ (

· , ·
) D… D 夕· ` : == ·

J
。 F ( X

, ·
) ` X +

导 J
。二 , ( X

, ·
,̀

·

+

丁
。

( X
·

D· F )̀ 一音工
。 `二 D A

· “ ) D… D
, ·` X

于是得到

定理 , D ir i c hl et 问题 ( I ) 的解
u必须满足积分恒等式 ( 3 )

。

注意
,

在推导积分恒等式的过程中并没有涉及到方程组的椭圆性
。

3 非存在性结果

作为积分恒等式 ( 2 ) 的一种应用
,

考虑特征值问题
:

一 D 。
( A

a 分( x )D 口u
) = f (

u
) + 久u

在口中
。 = O 在口g 上

( 9 ),

.J
.̀.`

、 .夕矛万卫
J

`
、

其中厂(
:
)的各个分量几(

。
)都是

: ` ,

犷
, … , : N

的 p = (
n 十 2 ) / (

n 一 2 )次齐次函数
。

设 存 在函

数 F (
u
)使有

g r a d F (
u
) = f (

。
)

,
F ( o ) == o

则 F (
:
)是

“ , ,
沪

,

…
, : y
的p + 1次齐次函数

.

于是有
u ·

f (
u
) = ( P + 1 ) F (

u
)

r ” , 、 .

义
. _ , ,

、
.

2 一 ” 广
, , 、

二
, , , 、”

LF (
“
) +

爹}
“
1

Z

J
十 生厄上L

“ `

f (
“
) + 久I

“
i
’

J
一 几 ,

“
l
’

注意
,

P + 1 = Z n
/ (

n 一 2 )恰为嵌入 H
, ’ 2

( 后
,

R
材 ) =c L尸

+ ’ ( g
,

R
N ) 的临界 指 数

,

此时

边值问题 ( l ) 的解必须满足的积分恒等式是

* f r : 一Zd二 = 工 「 (
二 . , )产 , r二、 D

。 : .

n
, u d x

J g 乙 J 口D

.

I f
,

,
, 。 o , 、 、

。 。 」
_

+

言J
g
x(

.

D A
Q “ x( ” D

a U ·

D 声 d·
-

设方程组 ( 9 ) 是椭圆形的
,

即系数矩阵满足条件
:

A
a
夕(

x
)言

a 言,
) 川七】

2

此
。 R

枯 , x 。 甜
, 升> o ( 1 1 )

再设系数矩阵满足 条件

〔 x
·

D A
a
口( x ) 〕 ) 0 在幻中 ( 12 )

例如 当A叩 ( x) 是
x , , x Z , … x 。

的m次齐次函数时便有

〔 x
·

D A
a
刀(

x
) 〕 == m 〔 A

a
口(

x
) 〕 ) o m ) O

条件 ( 12 ) 意 味着存在某常数舀) 0使有
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( x
·

D A
a
口(

x
) ) D

。 。 D , u
) 6 ID

:
I
么

利用 P o i n e a r己不等式得

2 ;
{ I

: `
l
么d : ) { (

二 .
, ) ,

a
, (二 )。

a “ .

D o u d: + 。`

f l
。

1
2
d x

J 口 J 口 g J 日

这里
c
为一定常数

,

详见 ( 5 〕
。

于是得到

推论 1 设 g是星形域
,

且方程组 ( 9 ) 的系数矩阵满足条件 ( 1 1 ) 和 ( 12 )
,

则
,’ , . _ 占

_
. , 一 。一 , _

_

_
. , _

_
_

_
当几《 答

: 时问题 ( l ) 无非平凡解
.

一
’

2
一

` ’

“ ~
一

“
z ` ” ’ 产 “ 川 ”

由此推知
,

D i r i e h l e t问题
:

丁
一 D

·

( A
a
p ( ` ) D

, “ ) “ f (
u
)

` 封 = 0

在夕中

在 a g上

无非平凡解
。

当 N = 1 且 A叩 ( x) = 占。 , 时的特别情形就是上述 P ho oz ae
v
反例

。

考虑特征值问题

一 D 。
( A

a口(
x
)D , u ) == f (: ) + 大。

N

在 g 中

习
: `> 0

f一 l

在口中 1 5 )

材 二 0 在 a夕上

了̀压毛.产、 .了口.、
龟

`、 .尹

l
了.、

设 昌f̀ (
u
) ) o

根据线性方程的特征值理论 c Z〕 ,

特征值问题

( I G )

{
D

。
(A

a夕( x )D , V ) + 久V 二 0

V = O

在习中

在夕上

的最小特征值 A> 。 ,

它的非负特征函数记作中即有

D
。

(A
。
夕( x )D 召甲 ) + 效甲 二 0 在 g 中

以中乘方程组 ( 14 ) 中各个方程
,

分部积分后叠加得

刀

习
。 :’d x = 丁

。 ,

睿
,! `· ,`· + `

丁尹暮
· “ ·

由条件 (

推论

15 )和 ( 16 )知 A> 久
,

于是得

除推论 1中的条件外方程组 ( 1 4 ) 还满足条件 ( : 6 )
.

则 当* 必 (擎
,
A、

、 乙 ,

时问题 ( l ) 无解
,

推论 2 表明
,

满足条件 (

~
,
, , 占

,

、
、

一
区间 I普

c ,

A ,之中
。

一
’ 刁

、 2
一 了

一 ,一
` ’

16 ) 的特征值问题 (皿 )的特征值如果存在
,

它们必定落在

附注 如果在方程组 ( 9 ) 中把加改为 ( 久
: : ` ,

瓜沪
, … ,

义产
”

)
,

则相应地把 推论

中的结论改为 “ m母
· “ `
音

·
时问题 ` , ,无非平凡解 , 把推论 : 中的结论改为 “

音
。 ,

哗“ `和
吵

久̀ ) “ 时问题 ` 皿 ’ 无解
,
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考虑特征值问题

`万 )
{
一 刁 u 二 f( x ,

u) + 加 在 g 内
u = 0 在口g 上

( 玲 )

设 F ( x , :
)是关于

。 , , : “ , … , 。 “
的 p + 1 次齐次和关于 x : , x Z ,

…
, x 。
的 k 次齐次函数

.

则由

( 3 )有
:

〔 , + 2 + 2* + ( , 一 : ) , 〕 f ; ( x , 。
) d工 + 2 ;

f
。: a二 =

冬{ (二
·
v ) I。

:
一

, a x

J 9 J g ` J 口g

由方程组 ( 17 ) 直接得

当 P )

其中

f
。

,: 一 `一 ( , + 1 )
J
。 F (

· , ·
) `一 “

{
。

: }
: d ·

气铸丝且二
星形域时便有

` .舀

一、 ..沪

I
。 、: ·

,
2` · 、 `

J
。

,
·

,
’ ` ·

〔(晋
一 ` 一

盆 )
一 ’ + ,

由 P o i n e a r己不等式得
e , :

f l
:
一

, d x 、 、 「一
。
一

, d x

J D J 夕

于是得到

推论 3 设口为星形域
,

F (
x ,

的为
u
的 P + 1 次齐次和

x
的 舜次齐次函数

。

则 当 孟必

〔e A , ,
A : ) 时问题 ( F ) 无非平凡解

。

4 特征值问题

考虑特征值问题

乙: + f(
。
) + 久“ 二 。 在 g 中

习
: `> 0

i = 1

在幻中

“ 二 0 在日兑上

才.几,亡、口.、

、、声.

V
J
气̀

这里 if (u )为
。 , , : 2 ,

…
, : ”
的 p 二 (n + 幻 (/

, 一 1 ) 次齐次多项式
,

它们的系数和等于同一实

数
a
> 。 ,

此外还满足条件 ( 16 )
。

只考虑
。 ` 二 沪 = … = 俨 = 切情形的解

,

此时方程组 ( 18 ) 中各个方程变为同一方程
。

作伸缩变换
。 = al l `尸一 ` ’ , 后得特征值问题

{
当久。 ( 0

,
A :

)

刁v + 。 p + 久v = o 在 g 中
“ > 。 在。中

” = 0 在 a g 上

时文 ( 2 ) 中已运用山路引理证明了解的存在性
。

从而证明了 问 题 ( v
,

)

解的存在
。

结合推论 2 得

定理 2 在星形域内
,

问题 ( V ) 的特征值分布成一区间 ( 。
,
A : )

。
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