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薄 板振 动 的边 界 元 法

徐卫华 赵 健 陈树坚

( 中山大学应用力学与工程 系 )

摘 要 采用静力问题的格林函数作为权函数
,

建立薄板动力问题的边界积分方程式
,

并将

惯性力项作为面分布载荷处理
.

实例计算表明
,

本算法具有较高精度
,

与理论解吻合甚好
.

关健词 薄板振动
,

边界元法

近年来
,

边界元法得到了很大发展
。

文献〔 1〕介绍了薄板弯曲静力问题的边界元法
,

其 G er e n函数形式简便
.

然而对薄板动力问题来说
,

由于 G
r ee n 函数形式太复杂

,

使计

算时间长
。

本文 以静力问题的 G er e n 函数作为权函数
,

建立动力问题 的边界积 分方程

式
.

并处理了角点项
,

计算了谐和力作用下板的强迫振动
。

1 板弯曲静力问题的B E M公式

由板的理论可知
,

薄板弯曲问题在平面域 g 内的基本方程为

夕,夕,切 (
x

,

夕)
= 。 (

x ,夕) / D (。 ) ( z )

式中
, 切为中面挠度

, q 为载荷 (N /扩 )
.

D为板的抗弯刚度D = E ha/ 1 2 ( 1 一沪)
.

E为 弹性模

量
,

h为板厚度
, , 为泊松比

.

其边界条件有

① 固支 平 = 。 ,
0
。 二 O ( r )

② 简支 W = o
,

M
。 = o ( r )

③ 自由 M , = o ,
R

。 = o (厂)

其中
,

入
、

M
。 、

R
。

分 别为板的法向转角
、

弯矩及剪力
。

表达式为
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件为边界法向
, s
为边界切向 ( 图 1

板弯曲的边界积分方程为

v为泊松比
.
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其中
,

【
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】 lA’ 表示在角点击沿边界正向的跳跃值
,
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为方程 ( l) 的奇 异解

,

即满足

夕2夕Z
W = 刁i / D

.

刁`是 D i ; a c 函数
.

式中 K取值为
,
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功为边界内角 (图 l)

有关奇异解的一系列基本公式
,

参见文献〔1〕
.

图 1 平板的几何形状
F 19

.

2 G e o m e t r y o f P l a t e s

2 用板静力问题公式求解板动力问题

弹性薄板振动基本方程为

。 2 :
Z

W +

铭
口Z

W
0 12

= q / D ( g ) ( 3 )

其中 p二为板的面密度
.

考虑简谐激励口(
x , 夕 , t ) = 口(

x , 夕)
· e 。̀ ` ,

j = 训 一 l
,

则W (
x , 夕 , t ) = W (

x , 夕)
· e j臼 `

方程 ( 3 )两边约去时间因子
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( 4 )式中将惯性项划归到分布载荷处理
,

这 就类似于 ( l) 式中的静力问题
.

应 用静力

问题的公式则相应地有如下积分 公式
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③ 自由边界
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3 角点项处理

式 (6) 与 ( 7) 都存在角点项必须处理
。

本文将根据扭矩公式M
。 : =

日Z
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数学意义
,

将其化作角点附近节点
日W
口N

值沿切向的导数
.

如图 2
,

在角 点i 的两个切向

共取 5个节点
,

并设
黔

沿边界作抛物线分布

昌男
= A“ ’ + ’ S + c I夕方向如图 2 )

口Wl
+ 2 口份1 + ,

_

8叭
、

令乙 飞茄- 下犷 咋护, 2

(

恐
、

』

口 U
’ 一矛

角点示图

口甘1一 ,
. . . . . . . .
右双

竺公弓
8讨

!
:

图 2

F 19
. F i g u r e o f d i s e o n t i n u e

P o i n t

在 f 一 2 ,
i 一 1 ,

f所在边界上可得

` =

十〔嘿矫
-
一 2

鲁址 +

(
一

号哥
二

)
1

〕
Z 口 1

, =

俞【嘿升
一 4 d平`一 r

口N

+ 3

(黝
l

〕
, l 口W

`
\

` = 、万可
,

少l

于是

二
。 : = 一 (卜· )

晶
·

(爵)
= 一 “ 一 ,

·

` ZA“ + B ,

角点 i处
,

S 二 O

( M
。 :

)
: = 一

( z一 v )
·

B =
一

( 1一 v )
Zd :

r 口W
` _ ,

.
. 一 - 言份 ; ~

` ~ 马

、 口八

口平 `一 :

口N

+ 3

黝
1

〕

同理可得节点 i
,

i + 1

,

` + 2所在边界上
纂的分布

,

并且可得角点`处
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4 算例和结果分析

以简支边界为例
,

具体求解时
,

把板的边界离散成
n

个单 元 几 ( i = 1
,
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,
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个R

。 ,
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,
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点增加一个法向导数为未知量
,
板内有N l个未知量 ( 节点挠度 ) ( 每个单元作 双 线 性

擂值 )
.

因而共有未知量个数为 Z n + m + N l
.

但式 ( 6 )只能给边界节点满足的
n
个边 界

条件W` = o 和域内节点对应的挠度关系
,

得出
。 + N l 个线性方 程

,

因而还须 补 充
。 + m

个方程才能求解
。

( 6 )式两边对边界法向求导得
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,
个边界节点包括 m个角点共

: + 二 个法向导数满 足 的条件
,

得到
。 + m个方程

.

这些方程与前面提到的
。 十 N l 个方程联立便可解出所有边界点未知量 R

。 、

口W
口N

和域 内节点挠度平
。

〔例〕 四 边简支方板
,

边长
a = 4 m

,

受分布载荷 q 二 2 9 40 N / m 2 .

其 中 。 取值 ( 见

表 z )
.

板的抗弯模量 D 二 4 6 z s s N
·

m
,

面密度 p 。 = z z s o k g / m
“ ,

泊松 比 , = l / 6
,

求板

中心点挠度幅值
.

计算结果表明
,

本方法有很高的精度
,

当边界划分单元增多时
,

结果逐步趋向解析

解
。

四边简支弹性矩形板固有频率计算公式为 〔2〕

考

功 =

丫百〔(半 )
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(等)
’

〕



2 2 中山大学学报 ( 自然科学版 ) 第3 2卷
番

表 1 方板受均布载荷简谐激励下 中心 挠度

T a b
。

1

。 ( s 一 工)

D i , p l a e e m e n t o f s q u a r e p l a t e e e n t e r u n d o r u n i f o r m h a r m o n i e l o a d

每边分 4 个单元 每边分 8 个单元 每边分 16 个单元

挠度 ( m m ) 误差 ( % ) 挠度 ( m m ) 误差 ( % ) 挠度 ( m m ) 误差 ( % )

0 0
。

638 2
。

8 9 0
.

6 5 4 0
。

4 6 0
。

6 58 0
.

1 5 0
。

6 5 7

1 0
。

4 7 0
。

64 8 3
。

8 6 0
.

6 6 6 1
。

1 9 0
.

6 7 0 0
。

5 9 0
。

6 7 4

4 1
。

92 0
。

8 5 8 6
。

9 4 0
.

9 1 4 0
。

8 7 0
。

9 3 0 0
。

8 7 0
。

9 2 2

7 3
。

2 9 2
。

8 2 4 8
.

2 4
。

4 5 1 7
.

9 5
.

3 6 1
.

1 1 5
.

4 2

1 1 5
。

1 7 一 0
。

7 5 5 3 5
。

6 一 0
。

6 4 4 1 5
.

6 一 0
。

6 1 4 1 0
.

2 一 0
。

5 5 7

1 4 6
。

5 8 一 0
。

3 3 9 2 9
.

9 一 0
.

3 1 0 1 8
。

3 一 0
。

2 9 9 1 0
.

5 一 0
。

2 6 1

其中
,

a,

次
.

如取 m = 。

b为矩形板边长
, ,

, ,
分别代表矩形板两个互相垂直的边界方向的振型阶

上例中 的一阶 固 有
, ( 。

, 。 ) (二 )

频 率。 , 二 7 5
.

2 5 -

1 时
,

l ,

取 m = 1 , n = 3或 m 二 3
,

2 ,
.

00

0000000001卜护0
uJ2月 l月 .

” = 1时得四阶固有频率叨
` 二 39 1

.

05
一 ’ .

当外

部激励的频率与其中某阶固有频率接近时
,

板将出现共振现象
,

而只有二 , :
同时取奇数

时
,

对应的共振频率才能使得中心挠度明显

地突出
.

图 3 给出了上例中每边划 16 个单元

时
,

。 = o ~ 5 0 0 5一 ,
板中心挠度随。 变化的计

算曲线
.

对应图 3 中的两个峰值倩形
,

表 2

给出了每边划分单元分别为 8 和 16 时板的一

阶共振频率
.

四阶共振频率的计算值和精度
.
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图 3 均布载荷作用下
,

方板中心点挠度

随频率变化的曲线
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表 2 方板振动 的共振须率

T a b
.
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) 差 ( % )

1
。

6 6

0
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0 4

4 1 7

3 95
。
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6
。

6 5

1
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0 7
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解析解
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.
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图 4 方板的一阶振型图
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图 5 方板的四阶振型图
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计算结果与理论解吻合甚好
,

即使四阶共振频率误差也只有 1
.

07 肠
.

图 4
、

图 5 分另lJ给出一阶与四阶共振频率附近方板的振动模态
.

四 阶共振频率附近

的振型应为m = 3
, 。 = 1 与 m 二 1 , : = 3 两种模态的叠加

.

图 5 显示出对于受关于中心点

对称载荷作用下的方板
,

这两种模态的叠加因子为 1 : 1
,

板面振动速度分布 关 于中心点

对称
。

5 结 论

本文的 B E M计算模式使用简便
、

精度高
,

适合任意边界形状的振动板
.

虽然与传统

的B E M 中相比
,

本文的解法增加了域内节点的挠度作为未知量
,

但计算公式简便
.

而传

统的 B E M振动问题奇异解形式复杂
、

计算时间长
,

且只能对频率逐个计算
.

本文解法中

形成的基本矩阵式对各个不同频率是共用的
,

对计算多个频率犹为合适
。

如果应用于如

声场计算这种需要 已知板面振速分布的问题时
,

其优点更为突出
,

既节约了时间
,

精度

又高
。
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