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.
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摘 要 讨论了一类带参数非对称振子的周期解的存在性
、

唯 一性和稳定性
;
对若干情形

给出系统的振幅与参数的关系式
,

以 及参数的分叉值
;
最后求出振子的一阶近似周期解

、

周

期
、

频率和相图
,

并与数值法作了 比较
.

关键词 非对称振子
,

周期解
,

分叉
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强非线性振子的研究
,

近 10 年来 引起了广泛重视
,

取得一些成果
.

在定量计算方面
,

B u r t o n 〔` 〕 ,

徐兆
〔 2〕 、

戴世强
〔 3〕 、

李丽
〔们和 L a u 5

.

L
.

〔5〕
等先后提 出了几种近似方法

.

在定性分

析方面
,

文 〔6 〕对系统 f + g x( )一
:

f x(
, 工 )苏的周期解的存在性

、

唯一性和稳定性
,

提 出了

一种简便的判别法
.

本文利用文 〔6〕的结果
,

讨论具有非对称恢复力的带参数强非线性振

子

苏+ A l
+ B

: 2
一

:
( 又一

: 2
)万 ( l)

局部特性
,

导出 A 一 9
,

4
,

l 三种情形
,

参数 几与振幅的关 系式
,

从而很简便导出文 〔7〕的结

论
·

最后用文 〔6〕的方法分别求出 A 一 9 和 4
,

B 一 1
,
久一 1 及 A 一 B 一 l

,
几一 0

.

01 5 时的一

阶近似周期解
、

频率和周期
.

与数值法的结果 比较表明
,

文 〔6〕的方法有效且精度良好
.

1 定性分析

系统 ( l) 中
,
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,
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( i )当 通 > 0
,

B > 0 时
,

当 月 > 0
,

B < 0 时
,

取 刀
2

一合
取 ,

2
一

矗

a ,
一 ,

1
一 。

, a Z
一

矗
;

a Z
一 ,

1
一 。

, a Z

一会
,

则有

l ) V ( a .

) = V (刀
.

)
,

i 一 1
,

2 ;

2 )
x 夕 (

x
) > o

, 艺
任 (刀

: ,

刀
1

)及
劣
任 a l , a Z

) ;

3 ) V ( a )一 V (
x

) > 0
, 2
任 (声

,

刀
1

)及
Z
任 ( a l , a )

,

而 a 任 a l , a Z
)

,

刀任 (刀
2 ,

刀
1

)且 V ( a ) =

〔尸 (刀)
.

因此
,

系统 ( 3) 有形如

S
。 。 : 犷 。

=
a 。 e o s 丁十 b

。 ,
y 。

= 一 a 。 了 s i n 丁 ( 4 )

的周期解
.

( 11) 若 月 = 0 ;
或 通 < 0

,

召 > 0 ;
或 八 < 0

,

刀 < 0
,

则不存在 4 个数 刀
2

< 刀
:

簇 0镇
a ,

<

a Z ,

使 。 (
:

)和 F ( x )满足上述条件 1 )
,

2 )
,

3 )
,

即系统 ( 3 )无形如 s
。 。

的周期解
,

从而系统 (一;

无周期解
.

( 111 ) 当刀一 0 时
,

式 ( l )为人们熟知的 v a n d e r p o l 方程
·

下面讨论当 A B 井 0 时
,

系统 ( l) 在 aS
。

附近的周期解的性态
.

由保守系统的能量守恒性可得

l
。
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分别把
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代入式 ( 6 )
,
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A
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二 一只 ; 二十

乙廿
告丫事誓 ( 7 )

由式 ( 7) 可知
,
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。 。
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_
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其中
,

。 (一 )一小
。 5 ,一 “ · > 0

` (一 ,一

不号
一
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。
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一
+ “ 。

” 。 。 S`· ’
记 `

J 。 。 s , n 一

uT
二

( 1 1 )

对满足
:

(
。 。

) = 0的
。 。 ,

有

Z `
(

a 。
) = 一 几` (

a 。
) D (

a 。
)

可见
,

z
`

(
。 。

)的符号取决于 见 ( 。
。

)的符号
.

文 〔6〕指出
:

l
。

若 z (
。 。

)护。
,

则式 ( 1) 在 oS
。

附近无周期解
;

o2 若 z (
。 。

) 一 。
,

且 lz (。
。

) < 0( > 0 )
,

则式 ( 1) 在 s
。 。

附近有唯一且稳定 (不稳定 ) 的周

期解
.

利用上述结果
,

讨论系统 ( l) 的周期解随参数 久的变化而变化的情形
:

①由式 ( 1 0) 可知
,

在 又任卜co
,

0) 内
,

系统 ( l) 在 5
. 。

附近无周期解 (Z (
。 。

)共 0)
.

②计算结果表 明
,

存在 久l ,

花
,

在 久任 (久
, ,

凡 )内
,

由式 ( 1 1 )确定的振幅
a 。

的变化区间为

( o
, 。 1’ )

,

在此 区间内
,

z
`

(
。 。

) < 0
,

即式 ( 1 )在 s
。 。

附近有唯一且稳定的周期解
.

③对于区间 (久, ,

杨 ) 内的每一个 几
,

由式 z a(
。

) 一 0 确定两个
。 。 ,

它们的变化区间分别

为 (
a , ` , a

2’ )及 ( a
2’

, a 3’ )
.

在 (
a

l’
, a

犷) 内
,

z `
(。

。
) ( 0

,

解稳定
;
在 (。 2’

, “
3’ ) 内

,

z
`

(
。 。

) ) 0
,

解

不稳定
.

④当 久> 祝 时
,

系统 ( l) 在 5
. 。

附近无周期解
.

综上所述
,

系统 ( 1) 关于 久有 3 个分叉值 O
,

几, ,

凡
.

下面给出 3 种情形的 几; ,

戈值
.

l ) 当 通 = 9
,

召 = l 时
,

久,
= 1 1

.

0 9 3 6 9 8 4 7
,

灰 = 1 1
.

1 2 9 8 8 6 4 3
.

相 应 地
, 。 l `

=

6
.

6 1 8 0 0 9 7 2
, a

2’ = 6
.

6 8 8 9 6 5
, a 犷= 6

.

7 5
.

2 ) 当 注 = 4
,

召 = l 时
,

久l
= 2

.

1 9 1 3 4 7 8 4 6
,

凡 = 2
.

1 9 8 4 9 6 0 8 5
.

相 应 地
, a l .

=

2
.

9 4 1 3 3 7 6 5
, a

2’ = 2
.

9 7 2 8 7
, a 3’ = 3

.

3 ) 当 注 = 召 = 1 时
,
几:
二 0

.

1 3 6 9 5 9 2组0峨
,

戈 = 0
.

1 5 7 4 0 6 0 0 5 3 2
.

相 应 地
, 。 , “

=

0
.

7 3 5 3 3 4 4 1 3
, a
犷= 0

.

7 4 3 2 18
, a

3’ = 0
.

7 5
.

顺便指出
,

文 〔7〕研究的系统

万十
x

+
x “

一
。

l(
一 : 2

)万

无周期解的事实
,

由以上的讨论可容易获得
.

2 定 t 计算

设系统 ( 1) 的一阶近似周期解
、

频率和周期分别为
〔 6 ,

x
(
下
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a 。 e o s 丁十 b o

+
。

( a l e o s 丁十 b
l
)

。 (
r

) 一 。 。
(
丫

)十
。。 ;

(
丁

)
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其 中
, 。 。 ,

乙。
, 。 。 , 。 1 ,

乙l ,
。 1

的表达式见文 〔6〕
.

( l) 中 A
,

B 和 久的 3 组取值
,

分别计算如下
.

i( )设 A 一 9
,

B 一 1
,

凡一 1
,

可求得
。 。

= 一 9 9 0 0 2 9 9
,

乙。 = 一 。一 d g l 4 6 d
, 。 。

(
二

) = 丫5
.

7 0 17 0 7 1 + 1
.

3 2 6 6 s 7 e o s 丁

a z
= 3

.

2 8 5 6 2 1 9 X 1 0
一5 ,

乙l
= 1

.

1 3 3 3 0 2 1 X 1 0
一刁 ,

, 一 2
.

14 7
.

时间步长 川一 0
.

00 5 时
,

四阶龙格
一
库塔法算的周期为 了一 2

.

1 42
.

数值法与本文的结果 比

较见图 1 ( a)
.

( 11 )设 A = 4
,

B = 久= 1
,

可得
。 。

= 1
.

9 5 4 1 4 2 0 4
,

乙。
= 一 0

.

3 4 5 6 0 3 7 2 3
, 。 。

( ; ) = 丫3
.

3 0 2 7 9 2 6 + 1
.

3 0 2 7 6 1 3e o s ,

a l
~ 5

.

8 9 4 3 6 2 3 X 1 0
一刁 ,

b
z

= 2
.

4 0 1 3 4 7 7 6 X 1 0
一 3 ,

T = 3
.

2 1 0 0 15
.

数值法算得的周期 页一 3
.

2 05
.

由上述各量代入文 〔6〕的有关各式
,

可得系统振动频率

。 (钓的表达式
.

相图见图 1 b( )
.

( 111)设 月 = B ~ 1
,

久= 0
.

1 2 9 0 8 8 1
,

可得
。 。
一 0

.

7
,

乙。
= 一 0

.

2 0 5 6 0 8
, 。 。

( : ) = / 0
.

3 4 6 6 7 + 0
.

4 6 6 6 6 7 e o s :

a z
= 2

.

0 6 2 7 4 3 6 2 1 又 1 0
一月 ,

b
l
一 1

.

3 4 0 4 4 2 6 X 1 0
一 3 ,

T = 6
.

4 4 8 9 3
.

数值法算得的周期 了一 6
.

4 75
.

由文 〔6 〕及以上各量
,

可得频率 。 (钓的表达式
.

相 图见图

] ( e )
.

(
a ) A = 9

,

B = 几= 1
, 。

= 0
.

2 5

图 1 系统 ( l) 的相图

F 19
.

1 P r o j e e t i o n s o f s y s r e m ( l )

一 数值法
,

十 本文方法

( b ) A = 4
,

B = 久= l
, 。 = 0

.

2 5 ( e
) A ~ B = 1

, 久= 0
.

1 2 9 0 8 8 1

3 结 语

本文的分析表明
,

文 〔6〕关于强非线性 自治系统周期解的定性分析十分有效
.

它不仅

给出了周期 的存在性
、

唯一性和稳定性的简 明判别法
,

还揭示 了周 期解随参数变化而产

生
、

稳定
、

分叉和消失的过程
.

本文的一阶近似解与数值解的相图几乎完全重合
,

两种方法

所得到的周期之误差仅为千分之几
.

由频率与周期的关系可知
,

频率的误差一般不超过周
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期的误差
.

从而说明文 〔 6〕所引进的非线性时间变换是合理的
.
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