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关于斜多项式的可分性及澎
一
可分性

楼 小 龙

( 数学系 )

摘 要

给出斜多项式 p
一

可分的一个等价条件
,

建 立了可分与 p
一

可分之间的一个关系
,

随后给

出应用例子
.

关键词 斜多项式环
,

环上的 G al io s扩张
,

可分扩张
,

p
一

可分
, G al io s集

,

可分集

1 符号和定义

总设 R是一个带单位元 1的环 ( 不一定交换 )
, p 表示 R 上 的 一 个 环 自 同构

,

R〔X , p〕表示 R上含一个变量的关于 p的斜多项式环
.

作为自由 R一模
,

R 〔X ; p 〕的 元 素集

合可表 示为R① RX ① RX
,①… ④ Rx

” ①… ,

它的乘 法 结 构 由
a X = X p (

。
)

,

( F二R ) 给

出
。

用 R〔X ; p〕 ( 。 ) 和尺p 〔X 〕分别表示 R〔X , p〕中满足夕R〔X ; p〕 = R〔X ; p〕夕的首项系数为 1

的斜多项式 g和系数在 p作用下不变的斜多项式的集合
,

介R〔X ;刃
。。 ,
称 为 可 分 的

,

如

果 R 〔X ; p 〕/ f R 〔X , o 〕是 R上的可 分 扩张 ; f o R〔X ; p〕 (。 ,
称为是 G a l o i s

的
.

如 果 R 〔X , p〕

/ f R〔X ; p〕是尺上的 G a l o i s
扩张 ; f o R〔X ; p〕 `。 ) n R p 〔X 〕称为是 p 一可分的

,

如果 f的导函数

( 形式上的 ) 在 R〔X ; p 〕 / jR 〔X ;闪中可逆
。

设 f = x
” + 。 n 一 ,

x
n 一 ` + a n _ : X

n 一 2 + … + a : X + a 。。 R〔X , p〕 《。 ) ,

则

“ = R 〔x ;。〕 / , R〔X ;。〕 =

{
: ): ;

·`· `

1
·`〔 R

, X = X + R〔X , 。〕`
}

先定义左 R一模投射为
: : 一 ,

, 二`

(
二:: : 一

,
,

):
` , ` = 。 , `

一
,
·

再 定 义 t : S一 R
,

`
u()

=

习小
*

ux(
` )

·

。 eS, 易验证`是 , 一 , 一模 同态
.

用淀义一个 ` 关于 f的 矩阵 T , ,

T f = ( 玄i
+ : , ,十 :

)
,

其中 t价 : , ,十 , = t ( x i+ j )
,

i
,

j = o ,
z

,

… n 一 1
.

阵 ( 即 T , 产 = T ,
)

下面文中还将用 B* 表 示 集 合 { s o R !
r s = s p 一掩(

,
)

,

F
, 。 R

易见 T ,
为R上对称的

。 x n矩

R〔X ; 。〕一 R〔X ; 。 〕的由习二
。
X `d `一习二

。
X 。̀ ( d` )定义的环同态

,

,

其中 k叮 , 用 p .
表示

易见它为环 同 构
。
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2 关于 “ 一可分的一个等价条件

为简便起见
,

把 R上的 n : X 。 :矩阵 (
c `,

)
,

它 i两足
c 、i : B I ( 对某个 10 2 )

,
i

,

j = z
, … ,

m
,

称为 R上 m X m 的 p 一矩阵
.

另外约定
: p 谧(

c 、 ,
) } = 谧p (

e` ,
) }

,

其中 (
c ` ,

) 为 R 上的矩

阵
。

引理 1 设 B = ( b̀
,

) ,
,
二为 R上的矩阵

,

满足

1 ) p ( b i ,
) “ b i , ,

石̀
; = b , , ,

i
,

j = z ,
2… , 二 ;

2 ) B为户
一矩阵 ;

3 ) B有一个左逆 ( 或右逆 ) P一矩阵A = ( ia
,
)二

:
二

.

则 B可定 义行 列 式
,

且 }lB 为R中的可逆元
。

证明 由于 A为 p 一矩阵
,

故对价
, ,

存在靛 Z
,

使得 iia
o B天

,

所以

b
s t . a i , = a i jp 一 k ( b

s t ) = a i i b
s t ,

i
,

j
, s , 艺= z , … , 二

-

因为A B = E片 习只
: a 。`”` , = “ ; ,

,

k
, ` · , , …二

·

” 习二
: ” ` , a ; ` = “ 。卜 k

, ` 二 ` , … 。 ·

. B , A 尹 = 刀 ( E为单位矩阵 )

又 B ` “ B
,

故A B = 刀伪B A / 二 E
.

由上式易见 A = A 尸
为B 的逆矩阵

.

又 因为川 B A )
= B p (A ) 二 E

,

因而 (P A ) 二 A
,

现得知 B
,

A为满足川 B )
= B

,

可 A ) = A的 p 一矩阵
,

由 此

可推得 B
,

A为C ( R p )的矩阵
,

其中R p 二 { b !乙
。 R

, p 。 )
= 右 }

,

C ( R p )为R p 的 中 心
,

所

以可定义 B
,

A的行列式
,

且由B A 二 E得 !引 1引 = 1 ,

从而】引为 R中可逆元
。

( 证毕 )

设 f o R〔X ; p〕 (。 , 自R p〔X 〕 ,

则 由〔 1 〕知
,

T ,
是 C (R p )上的矩阵

.

引理 2 〔 “ ’ 设厂。尸〔X ; 夕〕 。。 ) 门 R p 〔X 〕
,

则 f为 p 一可 分 . IT
,

卜 占( f )在 R中可逆
。

定理 1

证明

设 f“ R〔X ; p〕 (。 , 自R p〔X 〕
,

则下列条件等价
。

1 ) f为 p 一
可分 ,

2 ) }T
,
{ ” 占( f )为 R中的可逆元 ,

3 ) T ,
有左逆 p 一矩阵

。

只要证明 2 )与 3 )等价即可
。

3 )井 2 ) 由引理 1 ,

只要说明几是少矩阵即可
,

犷二R
,

a t i 十 : , ,十 , 二 a t (
x ￡+ ’

)
二 t (

a x `十 ’ ) = t (
x ￡牛 ’ ) p i+ `

(
a
) 二 ti + , , ,十 , p `干 ’ (

a
)

,

从而

行
, , , ,十 , 。

一

B一 、
一 , ,

所以 T ,
为 p 一矩阵

。

2 )冲 3 ) 设 T * . 二
( A i + , , ,十 ,

)为 7
’

f 的伴随 矩 阵
,

T 产
一

T
, “ 6“ ) E

,

其中

月
; 十 , , , , ,

为T
, 十 ; ,

i + :

的代数余子式
。

犷a 〔 R
,

a ·
t :

, , ` ·
才:

, , :
·

… t , ,

j , · t , 十 : ,

j , 十 : … `: : ,

j 。 = t , , , ; ·
, :

, , : … r
, ,

j , ·
z ; 十 : ,

j
, , : … t。

,

j 。。 ” `” 一 ” 一 i 一 i (
a
)

其中 j
, ,

]’z … 人
,

]’i
十 : , …八为 1 , 2 , … ,

i
,

f + 2 , … , n的任一个排列
.

所以

a A i 十 , , , 十 ; “ A i , , , ,十 , o ” `卜
` ’ 一 `一 ’

(
a
)

,
f

,

j = o
, 1 , 2 … n 一 1

。

由文 〔 1 〕 , 。 6 ( f )
= 占( f ) p ” `” 一 ” (

a
)

,

所以犷
`

( f )
· a = p ,“ , 一 ` ’

(
a
) 6

一 ’
( f )

,
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a
(A i , : , , , : ·

6
一 `

( f ) ) = A i , , , ,十 , p怜 `” 一 ` ’ 一 `一 `
(
a
)占

一 ’
( f ) 二 A` , , , , , : 6

一 ’

( f ) p 一 i 一 j (
a
)

,

f
,

j 二 o
,

1 ,

…
, 九 一 1

.

所以 A i 卜 : , ,十

声
一 ’

( f )。 B i+ , ,

从而 T 厂
` = T 产

·

6
一 ’

( f ) 为 p 一矩 阵

( 证毕 )
。

3 关于斜多项式的可分与
。 一

可分之间的关系

若 f为 p 一
可分

,

则 f为可分
〔 “ 〕 ,

反之不一定成立
〔 “ 〕

点
.

下面定理 2 给 出了 p 一
可 分与可 分之间的一个关系

,

,

本文的一个例子 也能说明这一

从某种意义上来说
,

它 刻 划了

这两种可分性之间存在的差距
。

定理 2 设介R〔X ; p〕 (。 〕 门R p 〔X 〕
,

则下列条件等价

1 ) f为 p 一
可分 ;

2 ) f可分且存在一个可分集 ( xl
;叭 }

,

满足艺 i ix 城头 ) 二 1
.

证 明 2 井 , )
.

设 { x ` ; ; ` }为满足 2 )可分集
.

x ` 一习艾二;
x k , `*

, 二

或弘沪

(
n = d e g r )

,

则习 ` x `。 ; ` · 习艾: ;
x “⑧ ( 习 `习:: ; 。

`、 。`: x “

)
,

记 d。
; == 芝、 , ` ; 。`

: ,

: 、 =

成二冲
k
: x : ,

卜 。 , ` , …卜 ` ,

易证执
“ ; 。 } 仍为可分集

,

且艺之; 。 (t
: ; )

“ 艺 i x ` t (百i ) = 1
.

。 叔
,

因为城二: xll 。 。 : 一

叨二二;沙⑧ 。 二

或二xk 。 “
a() 沙

*

习 k 。 。 x kQ p 丘(
a
)

z *
,

所以 p ` (
a
) d `

: = d为
; p 一 “

(
a
)

,

因而 d `
: e B解

: .

下面证明 F : 。 S = R 〔X ; 。〕 / rR〔X ; o 〕
,

有
u 二 习: ;

x “ : ( : 。 u ) 成立
.

作 1⑧ , : S。
:
s

一 S
,

( 1⑧ t ) (
s : ⑧ s :

)
二 s , t (

s:
)

,

从当量积定义出发可验证 上述 映射 的合理性
,

故由

( 1。 : ) (
u
习又二;

x “④ : * )
=

( 1⑧ : ) (习二二;
x “⑧ : * 。

)得
:

u = 。习 ;二;
x “ ` (

: ; ) = 习刃二:
x “ ` (

“ 。 u ,
·

从而
二 `二

或奈
“ : ( 、

`
) =

或二:毓小
“ 心

: ` ( xs
`

二
,

所以

习r二;心
: , ( x “ · ` ) 二 “ ; , ,

k
,

j 二 o
, 1 , … , n 一 `

.

上式即为

习了二; d*
: , ; , : , ,十 , 一 。、 , , 、 ,

z 二 。 , 1 ,

…
, 。 一 :

.

令A = ( d人
+ 1 , : 十 ,

)

p 一可分
。

,

则 A T
, = E

,

且由八沪凡
十 :

知 A 为 p 一矩阵
,

所以 由 定理 工知 f 为

1 )井 2 ) 由定理 1 知
,

熟有一个逆 p 一 矩阵
。

设 T ,一 , 二 ( 价
+ , , , 、 :

)
,

“ `

一 习:二;
` *
一 。一 ` “ , `二 。 , 1 , … , ” 一 1 ,

则 由〔 3 〕知 {脚
、 : ;妙圣是一组

一

叮 分集
.

由
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于 T 厂 ’ .

T 了二 E
,

所以
,

习
卜 1 分二

, 一

厅 , ` 、 二

1 . 0 一 , + 人 , 尺 + 几
·
、

` , , `
。 ,

k “ 0
,

1
,

…
, ” 一 1

,

从而

习)二;
; `一 ` ( x ` , == 习罗二;习二二; d、一

, ; 一 x , ` ( x ` ) · 习二: ;习 {二;
x “ d`

* 工, * · : `( x ` ) = , ,

所以 <叭
+ : ; ix }为所需的可 分集

.

( 证毕 )

由上述定理的 2 )井 1 )知
,

在不假定介R p 〔X 〕时
,

我们仍可知 T f有一个 左 逆 p 一 矩

阵
,

因而有

定理 s 设了e R〔X ; p〕 ( 。 ) .

若 f可分
,

且存在一个可 分集 {
x ` ,夕、 }使得 习、 x ` 才 (百` )

, 1
,

则 T了有一个左逆 p 一矩阵
。

注
: 当刀为交换环时

,

f如果满足定理 3
,

则】T川有意义
,

且为R中的可逆元
。

4 应用及举例

设 f为带有限自同构群G的 G al io s斜多项式
,

记 t。 二 习
。 。

声
,

易见 t。为S` R的 R一 R一模

同态
。

引理 3 设 S二 R为带有限 自同构群C的 G
a l o i s

扩张
,

{ x i ; 夕` }为它的一组 G a l o i s

集
,

则 F u 。夕
,

有
u =
习 i x ` t。 ( 夕i u )

。

证 明 由于 { x i , 夕 i }为 G
a l o i s 集

,

故它为可分集
〔 ` 〕 ,

且 习 、 x i t。 ( 万` ) 二 1
.

用

定理 2 的 2 )峥 1 )证明中的类似方法可证得
。 二 习 i 勺 t。 ( 杏`

忍
)

.

( 证毕 )

引理 4 设 f为带有限自同构群 G的 G al io
s斜多项式

,

且 t。 户 = 户 才。
,

则 t = t。
。

证明 因为s == 丑〔x ; p〕/ f天〔X ; p 〕D R为 G a l o i s
扩张

,

故存在 G a l o i s
集 {

x i ; z 一 }
,

设 x 、 = 习 ;二;
x “ , 、。

, “ * = 习 ;二;
。` ; x “ ,

则习` x `⑧ : ` = 习二二; 〔
x “ 。 (习` 习 :二;。

、 , 。` : x `

) 〕
,

记 d`
: == 习、 P i`口￡; , 岁益=

或: ; &ds xs, “ = “ , ` ,
一 , 。 一 1 ,

易证 { : ` , , k }仍 为 G a l o i s

由于 t ,

结论成立
.

t (
x l )

t 。皆为R
一
R一模同态

,

故只须证明 t (
x l )

= t e (
x l )

,

l = o
,

1
, … , , 一 l ,

由定义
:

集
。

即知

二习)二;叭 ( xl
·

妙 ) =
习

气一 1

`。 o 万 i ( x `
·

习l: ;
x , `。 ( “ , x ` , ’

义` )习 )二;习 )二;
二` (

x “ ` ) p
一 ` (̀

。
(;

; x` ) ) 二习 :: ;习 l二;“ ` x “ ` , ( p
,

)
一 “ ·

( y ,

习:二:习万;
“ ` (

x “ ` )
·̀

( p
,
)
一 ` ( , `

x ` ) 二 习 )二;习 )二:
” ` (

x “ `
)`

·

(
x `。 ; )

艺 )二;
`· ` 习 )二;

二 ` (
x “ ’

)
x ` , ,

) 一习 )二:
`· ( x “ ` , ,

) 一 `· ( x `习 l二;
x ` ; ,

)

t G (
x l )

.

( 证毕 )

由于 G al io s
集必为可 分集

,

故 f为G al io s的
,

则 f为可分的
.

由定理 2 即得
.

定理 4 设了
。 R〔X ; p〕 ( 。 〕 .

若 f为带有限自同构群G的 G
a l o i s斜多项式

,

且 t。 p一 p . t。 ,

则 T了有一个左逆 p 一矩阵
.

特别当 R为交换环时
,

}T川有意义且为R中的可逆元
,

举例 ( 1 ) 说明条件 t。 P . = P . 艺G
是合理的

。
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由 〔 5 〕
,

当 f ” x Z 一 x a 一 乙` R〔X ; p 〕 `。 )
为G a l o i s

斜多项式时
,

它的自同构群为 笼l ,

a }
,

这里 a的定义为
:

y x 乙
, + b

。。 g = R 〔X ; p〕 / f R 〔X ; p〕
, a (

x b
: + b

。

) ” (
a 一 x ) 西

, + b
。 ,

则

p 每 `。 ( x b
: + b

。

)
= o (

a
) 户 ( b

,

) + Z p ( b
。

)
,

,
。 o带 (

x b: + 乙
。

) = a p ( b
,

) + Z p ( b
。

)
.

因 为 f 为

G a l o i s的
,

从而也为可分的
,

由 〔 6 〕知户 (
a
)
二 a ,

所以 t。 p 命 = p 今 t。
-

( 2 )说明可分不一定能推出 p 一可分
。

取 R = Z / ( 4 )① Z / ( 4 ) (环的直和 )
,

易见
,
R为交换环

.

作斜多项式环 R 〔X

作 爪

; P〕
,

R , R
, p ( x : , x Z

) ==

(
x Z , x :

)
。

易验证 p为环 自同构
,

且川
二

取 厂= X
Z 一

f
e R〔X , p〕 (。 ) 门 R p 〔X 〕

.

令d = ( I
, “ )

,

则 d + p ( d ) = 了
,

因 而 f 为可分 ` 5 ’ .

创f)
二

_

护一 4a =c 4
·

1 二 叫卜可逆元
.

故了非户可分
.

1 ,

易见

但 IT j }
二

.1

1

2

3

4

5
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