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摘 要

行了刻划
。

关挂词

本文在 A z u m a y a

代数的条件下
,

对一般的带内G al io s群的G al io s扩张的 结 构 进

A z u m a y a代数
,

G a l o i s群
,

G a l o i s扩张

1 引 言

F
.

R
.

D e
M

e y e r 证明
:

如果A是中心 G a l o i s扩张 ( 即 A在它的中心C上是G a l o i s的 )
,

带内G a 1O i s群。 , 。的元素都是“ 的内自同构
,

贝。“ 是一个投射群代数 c
·

G了=

{裂
l a U ·

}

: · 。 C

}
,

其中、 U
·

}仁 A在 C上是线性无关 的
, · U一 U一 v 二C

,
U · U , · U

· , , ( a
,

夕)
,

这

里的 f
:

G x G , U ( C ) ( C的全体可逆元 ) 是一个因子组 〔 ’ 〕
。

本文的 目的就是要 将 上 述

的结构定理推广到带内 G a
lo is 群 (即每一个元素都是内自同构的群 ) G的 G al io

s
扩 张

A
,

结果是
:

如果C
·

G f是一个 A z u m a y a C
一

代数
,

则A 组 C
·

G了O A
` ,

使得 A “
是 C上的

A z u m a y a
代数

,

这样
,

当A是中心 G al io s
扩张

,

特别当A是 G al io
s
代数时

,

A “ 二 C
。

改

进了 F
.

R
.

D e
M

e y e r 的结构定理
。

2 定义与符号

本文中的环都是有单位元 1 的环
,

模都是么模
,

环 T称为环 S的扩张
,

如果 S是 T 的

子环且有相同的单位元 1
。

可分扩张
、

可分代数
、

A z u m a y a
代 数

、

G a l io
s
扩 张

、

G al io s
代数

、

G al io s
集等概念或定义均按照文〔 2 〕与〔 3 〕

.

设 T为 S上的 G a l io s 扩张
,

带 G al io s
群 G

.

若 S是 T的中心
,

则此 G al io s
扩张称为中心

G al io
s
扩张

.

若 G中的每个元素都是 T的内自同构
,

则称此 G al ia s
群 G是内 G al io

s
群

.

设 K是交换环
,

U ( K )表示 K中所有可逆元组成的乘法群
,

G是一个有限群
,

映射 :f

G x `

一 (U )K 称为一个因子组
,

如果

f (
a口

, 丫)
·

f ( a ,

夕) = f (
a ,

夕了)
·

f (夕
, 丫) V a ,

夕
, 丫。 G

本文 1 9 8 7年 n 月 18 日收到
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一个投射群代数 K
·

G了是指一个以 {U
。

1二 G}为基的自由 K
一

模 习 U K
a,

以及由下列运

算及分配律定义乘法
:

kU
a “ U

a
k V k o K

, a o G
,

U a U , = U
a , f (

a ,

口)
,

这里
,

f
:

G x G

一 (U K )是一个因子组
。

钾

3 G a l o i s 扩张

引理 1 设A是 B的 G al io s
扩张

,

带内G al io
s
群 G

,
C为A的中心

,

则

( 1 ) C G = C

( 2 ) A包含G在 C上带因子集了
:

G x G

一(U c) 的投射群代数 O jG
.

证明 ( l) 显然俨泣 C
,

另一方面
,

V `
苗

,

二 G
,

由于 a
是 A的内自同构

,

故 存 在

U砂A
,

使得

。
(
x
)

= u
a x u 孟

`
v x 。姓

,

特别有
a
(
:
) 二 u

a e U三
` = c u

a
u 孟

,

(因
c o c )

彝

所以
c o C气 C=c C气 因此 C G = C

-

( 2 ) 由 ( 1 )我们有 {U
。

}
a 〔 G }

,

使得

a
( x ) = u o x u 二

`
v x 。通

, 。 。 G
.

于是有一个 c
一

子代辉瓢U 。 ,

它由 {U
。
!
“ ` G }在 c 上生成

,

使得

U a U a = U a , f (
a ,

夕)
,

其中 f (
a
渭 ) = 口

a口 , u孟;
,

事实 上
,

一 方面
a 口(“

a u , ) = u
a 。“ a “ , u 三;

,

另一 方 面
,

。夕( u
a口 , ) 二 a

( U
,

aU U , U矛
`

) = a
(U

, u 。
) 二 u a u , u a u孟

` = 口 a u ,

所以
,

u a 口 , = u a ,“ a
u , u孟)

= 口 a , f (
a 声 )

,

易见
,

f (
a 渭 )

。 u ( C )
,

且 f
:

G x G

一
U ( C )

是一个因子集
。

兹往证 {U al 二 G }在C上是线性无关的
.

由于 A在刀上是 G a l o i s的
,

带内 G a l o i s群 G
,

所以存在 A的 G a l o i s集 (
a i ,

b 。̀ A 1 1 = 1 ,

忍 , … ,

k}
,

k为某自然数
。

设 习
l a

U a = o , : a “ C
,

则

从而

习
, a a i U

a

口
一 `

( b` )
=

i
, a

习
: 。 a i a 口

一 `

( b` ) U
a =

i
, 任

O V 夕。G

O V 口。G
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由于 军
一 (

· ,一 ) (” *
卜 { ;

夕= a

夕今 a

从而有
, a U 。 = 0 V a

于是由U。
是可逆的

,

有
r a 二 0 V a

即得证毛U al o G }在 C上是线性无关的
。

综合上述
,

可见 习 C U a
是投射群代数 C

·

G了
,

含于 A
Q e G

定理 1 设 A是 A z u m ay
a C

一

代数
,

又是 B上的 G al io s扩张
,

带内G al io s
群 G

。

如

果C心 f ( 引理 1 所给 ) 是 A z 。 二 a y a C
一

代数
,

则

( 1) A组 C
·

G了Q 。 A “
是 A z u m a y a C

一

代数
。

( 2 ) ( C
.

G , )
G == C

.

证明 ( 1) 由假设
,

A与 C
·

G f都是 A z u m a y a C
一

代数
,

C心了是A的 C
一

子 代 数
,

C
o

G f , C
,

则

A组 C
·

G了公
c E

其中E是C
.

G f 在A 中的换位子
,

也是 A : u m a y a C
一

代数
( ` 〕 。

下面往证 E 二 A
“ .

一方面
,

V x o E
, x U a = U a x V a o G

,

从而

。
(
x
) = u a x u 压

’ = x u 。 “ 孟
` 二 x v 。

“
.

.’. x ` A G ,

E =c A
G .

另一方面
,

V “ A “ 。

a U 。 “ U a a 一 ’
(
a
) 二 U a a V a o G

-

从而
a d == d a V d o C

·

G f
-

.’. a e E A` =c E
,

于是得证 E = A “ ,

因此得证

A牛 C
·

G f 。 。 A “ ,

A G
是 A z u m a y a C

一

代数
。

( 2 ) 令D 一 c
’

G f “

恩
“ U a ,

由于 D O C
,

c “ == c

故显然有

反之
,

、 .户、 .产:几:几
J

f
、-,几

/.、
、

从而

D ` 。 C
。

若
x o D G ,

则 a (二 ) = x V 口。 G
,

从而

aU
x = a

(
x
) U

a = x U
。

V a o G

x d “
dx V改D

类似地有
a d “ da V a o A G ,

V 女D

从而 ax ” x a V 二A
“

由 ( l) 知 A 当 C
·

` f o c A
“

同构映射为
〔 ` ’ C

·

G了⑧。 A “

一
A

d Q a 卜一今 d a

由此可得 A =
( C

·

G了)
·

A “ 二 D
·

A “

从而由 ( i )
、

( 11 )得二 c
,

D G
=c C

.



第 3期 马麟浚等
:

带内 G a l o i s群的 G a l o i s扩张

很

于是得证 ( C
o

G I)
“ 二

.c

推论 1 设 A是 A z o m a y a C
一

代数
,

又是 B上的 G a l o i s扩张
,

带 内 G a l o i s 群 G
。

.c GI ( 引理 1 ) 是 A z u m ay
a c

一

代数
,

则 A是中心 G ,al io s B
一

代数
,

当且仅当A在c上的

秩可定义且等于 G的阶 IGI
,

其中A在 C上的秩的定义按 〔4〕
。

证明 ( ~ 争 )
。

设 A是 B上的中心 G al io s代数
,

则 A “ = B = C
,
A组 .C G了Q cc 空 C心 .j

( 定理 i )
,

因此 A在C上的秩
, a n k e

(A ) = IG }
.

(专= )
。

如果 a1 欣
。
( A ) ` 1引

,

由定理 1 ,

A组 C
·

G了Q c A G 。

所以 la kn
c A “ 可 定义

,

使得
, a n k e

( A ) = !G !
· r a n k e

( A
G
)

。

从而得
: a n k e ( A C

) “ 2
.

由于矛是 A z u m a y a C
一

代数
,

所以 C是 A
“
的直和项 〔 ` 〕 ,

于是 由 、 旅
。

(A
“
) = 1 ,

就

得出A
“ = C

。

因此
,

A男 C
·

G了是 C上的中心 G al io s
代数

,

带内G al io s
群G

,

或者说 A 是B

上的中心 G a l o i s代数
,

( 因B ==
CA

== C ) 带内G a l o i s群G

注意
,

在中心 G al io
s
扩张的情形

,

C心了自然是 A z u m ay
a C

一

代数
( “ 〕 。

所以
,

上述

定理中.c G f是 A uz m ay
a
的条件是多余的

。

下面是对定理 l 中 A z u m a y a
代数 CG f 的特征的一个刻划

。

定理 2 设 A是 A z u m a y a C
一

代数
,

又是 B上的 G a l o i s扩张
,

带内G
a l o i s群G

,
G的

阶为某正整数
n ,

则 C
·

G f是 A耳 u m a y a C
一

代数
,

当且仅当
,
在 C中是可逆 的且 C

·

G l n B

二 C
。

证明 ( = 今 )
。

设 C
.

G了是 A uz m a y a C
一

代数
,

则
:
在C中是可逆 的

〔 . 〕 。

又显然 C c

C
·

G l n B
。

反之
,

设 x o C
·

G ,
n B

,

则 U a x = a
(
x
)U

。 = x U a V a o G
。

因 此 x o Z ( C
·

G f )

( C
·

G了的中心 )
,

从而x o C
.

所以C 二 C
·

G了n .B

(哈= )
。

设
。
在 C中是可逆的

,

所以.c G了是可分C
一

代数
` 。〕 。

又 易 见 C
·

G了 n B 是

.c GI 的中心
,

事实上
,

若农.c G了n 刀
,

则几
二二 a( x) U。 二 x U a V o G

。

因 此 x哆 (.c G )I
。

反之
,

若 , 。 z ( e
·

` , )
.

则 口 ( , ) = u a , 口石
` = , u

a口云
, = 夕。

故 , 。 e
·

` r n刀
.

所以 z ( c
·

` r ) ==

C
·

G了 n B
,

从而由c
·

G了n B ” c知 (z c
·

G l) = c
.

因此c
·

G了在 c上是 A : u m a y a
的

。

现在我们应用定理 1 与 2 来改进带内G a l o i s群的中心G a l o i s代数的 D e M e y e r
的 结

构定理
。

推论 2 如果 A是 B上的 G al io s代数
,

带内G al io
s
群G

,
G的阶

。
在 B中是可逆 的

。

贝压

A = B
o

G了
。

其中
,

r ( a
,

口) = U a U , U奉
, a

(
x
) 二 U a x U压

`
v a o G

,

某 U a ` A与v x “ A
·

证明 由于A是 B上的 G a lo is 代数
,

所 以 A是可分的 B
一

代数
〔 “ ’ .

因此 A在它中 心 上

是 A : u m a y a
代数

〔 ` 〕 ,

现在
,

由于 B C C ( A是 B
一

代数 ) 所以刀 二 C ( 因由引理 1 ,
C 二

口 c 矛 :’ 力 )
。

因此
,

c 心
, n B = c

,

又
, 。
在C中可逆

,

所 以c
·

G了是 A : u m a y a c
一

代数

( 根据定理 2 )
,

A 绍 C
·

G f⑧ cA
“
之 C

·

G了= .B G f ( 根据定理 1 ,

及A “ = B = C )
。

注意
,

对任何带内G al io s
群的中心 G al io

s
代数

,

该群的阶数
n
自然是可逆的 ( 2 )

。

最后
,

以定理 1 的逆定理来结束本文
。

定理 3 设A是交换环 K 上的 A “ “ m a y “代数
,

带有限的内K 一
自同构群G

·

如畏袅兀U二
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是 K 的 A : u m a y a
投射群代数

.

则A是 Z , (习K U a) ( 习K U a 在 A中的换位子子代数 ) 上 的
q 心` Q e `

G a l o i s扩张
,

带 G a l o i s群 G
-

证明 设 B = Z , (习 K U a )
,

译

Q C G

由于 A与黔aU 都是 A z “ m “ y “ K
一

代 数
·

所 以 根 据

A z u m ay
a 代数的换位子定理

〔 ` 〕
有

A当 (习 K U a
) Q

` B
住 e G

使得 B在 K 上是 A z u m a y a 的
.

V 石。 B
,

由于 bU a == U a b == a
( b ) U

a ,
V a o G

,

从而 a ( b ) = b

V a 〔 G
,

因此 bo A G ,

B =c A G ,

类似地
,

V a o A G , a U a =
aU

a V a o G
,

从 而 a d == d
a

v d
aeF

K U 。 ,

因此矛 =C .B 故有B · A气

再有
,

由于豁卢U 。
是 K上 A z “ m ay

“
投射群代数

,

所以它是G al io
s K

一

代数
,

带 内

G a l o i s群 G l。 。 ; ;
( 〔6〕定理 3 )

。

一~ “ 叶` ’
艺 K U a 、 、 ” 尸

瓜~ 。 了 ’

Q C G

注
书乡不

. , 〔 4 〕 I 下 , r r T 、 D _ A 卫七 .
当 性勿名逮`书举 / , 矛4 r弓且 n _ 月 G

碑
口水二幼 、 名曰 占` 甘 a , 甘

一 该 ` , 日1 1月 . .习 ,份口 1
. 、 J I界了寸衬 一 “ ,

a e G

C
“ , o ` s

扩张
,

因为
黔

U a 的 G a , o` s
集可用作 A的 G

a , o` ,
集

·

我们就可得到 A是 A“
( , B )上 录

1

2
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