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赋范空间一些几何性质的对偶特征

韩景鉴 黎永锦
( 中山大学数学系 )

摘 要 证明了本文定义的( `
.

)
,

( K
.

)性质是 ( G )
,

(K )空间的对偶性质 , 利用强基 林

点的概念证明了一个 B a n ac h空间是一致光滑的充要条件
,

同时也证明了其它一些几何性质的

对偶特征
. _

_ .
_

关锐询 可凹点
,

尸 C点
,

暴露点
,

( G )空间
,

(K )空间

l 有关定义

文中U (X )
,

s( X )分别表示赋范空间X的闭单泣球与单位球面
,

一

二 U (X ) 称 为可 凹

点
,

若对任意
。 > 0 , x o C O ( U (X ) \ B (

x , 。
) )

, x
盯 (X )称为P C点

,

若恒等映射 I `
(U (X )

,

叮 (X
,
X .

) )
一

(U (X )
,

11
·

}})在才点连续
.

U (X) 的全体可凹点 ( CP 点 ) 记为d e n t (U (X ) )

(尸C (U (X ) )
.

定义 1 〔`〕 若 S (X ) =c d e n t (U ( X ) )
,

则称 X 是 (G )空间
。

定义 2 〔’ 〕 若 S (X ) =c p C (U (X ) )
,

则称X 是 (K )空间
。

(G )空间和 (K )空间是两类重要的空间 F u n .

K
.

和 B 。 卜 L u
h L in 等人在这方 面 都有

重要的研究成果 〔` ~ 3〕
.

本文对这两 类空间的对偶特征进行研究
.

为此
,

引入下 面 关于

<G
.
)

,

( K
.
)空间的定义

。

文中A
二 = { f

o s (X
.
)

:
f (

x
) =

1}
x
ll卜

定义 3 若对任意二 S (X )
,

均有 A二 =c d e n t (U (X
.
) )

,

则称X 是 (G
.
)空间

。

定义 4 若对任意 x e s (X )
,

均有 A , =c CP (U (X
.
) )

,

则称 X是 (K
.
)空间

。

在下一节里我们证明了 (G粉
,

(K .) 的有关性质
,

表明了本文引入的定 义 3 与 定义
4 是能够表征 (G )空间与 (K )空间的对偶特征的

。

利用有关暴露点的概念
,

我们给出空间的光滑性
,

非常光滑性
,

强光滑性与一致光

滑性的一个统一的对偶特征
。

在讨论这些问题时
,

需要下面的概念
。

定义 5 〔` 〕 二 S (X )称为 U (X )的 一个暴露点
,

若存 在 介S (X .) 使

f (x) > f (U X( )\ {对 )
.

这时 f又称为 x的暴露泛函
.

定义 e 〔. 〕 二s (X )称为U (X )的一个强暴露点
,

若存在 f〔 s (X . ) 使
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f ( x )
= s u p f (U (X ) )且

x n o U (X )
,

f (
x 。

) , f (
x
)时

,

{l
x 。 一 x

l卜, 0
.

定义 了 x o s (X )称为 U (X )的一个弱一强暴露点
,

若存在介S (X
.
)

,

使

f (x ) 二 s u p f (U (X ) )且
x 。 。U (X ) f ( x )

,

, f (
x
)时

, x 。

一
x

.

定 义 8 介U (X .) 称为 U (X 勺 的一个弱一强暴露点
,

若存在 xE S (
,

钧
,

使

切 .

x ( f )
= s u p x

(U (X
.
) )且

,

f
。 。U (X

.
)

, x ( f
。

) , x ( f)时
,

f
。

一
f

.

峨

2 ( G
*

)
,

( K
.

)空间

定理 1 设 X 是赋范空间
,

( i )若X . 是 (G
.
)空间

,

则X 是 (G )空间
,

( ii )若 X .
是 (G )空间

,

则X 是 (G .) 空间
.

证明 ( i ) 设 x o s (X )
,

但 x 0 d e n t (U (X ) )于是存在
。
) o

,

使 x 〔 C O (U (X ) \ 刀(
x , 。

) )
,

由H
a h n一 B a n a e

h定理
,

存在 f〔 S (X
.
)

,

使
x o A ,

,

由 于 U (X二 ) \ 刀 ( J
: , 。 ) 〕 J (U (X ) )

\ J B ( x
,

习
,

其中 J 为X 到 X二的典范映射
.

所 以xe C O (U (X二 \ B ( J
x , 。

) )
,

从而 x不

是U (X .. )的可凹点
,

这是不可能的
。

故X 是 (G )空间
.

( j i ) 若X不是 (G
.
)空间

,

则存在
x o s (X )

,

f 6 A
二 ,

但 f 0
d e n t (U (X

.
) 》

,

这 与 X .
是

(G )空间矛盾
,

故X 必然是 (G勺空间
.

定理 2 设X 是赋范 空间
,

( i ) X .
是 (K

.
)空间

,

则 X 是 (K )空间
.

( 11) X .
是 (K )空间

,

则 X是 (K
.
) 空间

.

证明 ( i )设X 不是 (K )空间
,

则存在x o s (X )
,

使恒等映射 I
:

(X
,

评 )
一

(X
,

{卜!1)

在x 点不连续
,

取 了。 S (X .)
,

满足 厂( x) 二 l
,

于 是 拢 A了
,

而且
,

I :
(U (X .. )

,

平 )
一

(U (X二
,

}1
·

!})在 J x点不连续
,

这与假设矛盾
,

所以 X 是 (K ) 空间
.

( 11) 若X不是 (K
.
)空间

,

则存在 x o s (X )
,

fo A二
,

使 f o p C (U (X
.
) )

,

根据 假 设
,

这

是不可能的
,

故X 是 (K .) 空间
.

由于一致凸空间是 ( G )空间 〔“ 〕 ,

而且二 S (X )是 U (X ) 的可凹点的充要条件 是
x
是

U (X )的端点及CP 点
,

故有下述推论
.

推论 1 若 X 是一致光滑空间
,

则X 既是 (G勺空间又 是 (K .) 空间
.

所以 l ;
,

L , 〔0 ,

1〕均是 (G
.
)空 I’ed 和 (K

带
)空间

。

推论 Z X 是 B a n
ac h空间

,

则X 是 (G勺空间的充 要条件是 X 是光滑的 K . 空间
.

推论 3 若X 是自反 B an ac h空间
,

则

( i) X为 (G )空间的充要 条件是 X . 是 (G .) 空间
.

(ii ) X为 (` .) 空间的充要条件是 X .
是 (G )空间

。

( 111) X 为 (K )空间的充要条件是X .
是 ( K

.
)空 I’M

。

( i
v
) X为 ( K

.
)空间的充要条件是 X .

是 ( K )空间
.

了
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3 关于光滑性的结果

我们知道
,

X是强光滑空间的充要条件是 V 二S (X )
,

介A二是 U (X .) 以 J x为强 暴露泛

函的强暴露点〔心〕
。

定理 3
,

4
, 5 说明类似的结果对空间其它光滑性也成立

。

定理 3 B a n a c
h空间X 是一致光滑的充要条件是 U A

、

是 (S X .) 的一致暴露点集
。

即
X 〔 s ( X )

V 。
> 0

,

只占> o
,

使 }f (x ) 一 1 ! < 占-foJ 有

!}f一 人}}<
。 ,

V介S (X
.
) ; x o s (X ) ; f

二。A二

证明 充分性 设 }lx 一 列 < 占
,

则

} i 一 f夕 ( x )卜 ( , 一 x ,

f y ) ( 占
,

所以 !If
二 一 f y ll (

e ,

其中 fx o A y ,

f y
e A y 即X 是

一致光滑的
。

必要性 若 U A (x) 不是 S (X .) 的一致强暴露点集
,

毖 C S ( X )
则存在e ) 0

, x , 。 S (X )

f
。 。 s ( x

.
)及 f 二 。通二 使 If

。

( x ,

) 一 1 } < 」一
而 }!f

” 一 f二 !!> 3。
,

设 y 。 〔 S (X ) 满足

If
。

(百
。

) 一 f二。
(夕

。

) l> 2 : 则

f二 ( x
,

) 一 f
。

(劣
。

) ` ( f二
,

( x
。

) 一 f
。

( x
,

) ) 〔
誉“

· ;̀ ·

, 一 `二` , ·

, 一 ` ’

= (̀
·

(x
·

) 一 `·
。

` x ·

) ) +

誉“ · 。

一 f
,

( x
。

) ) ( f
,

( ,
。

) 一几
n

( x
n

)

( g
。

) )

“一 “ 。
, `x · +

奢“
· 。

`x ·

, 一 `
·

`x ·

, , ,
·

,

`
·

`x· +

含“
· 。

`X·

,一 `· “
·

, , “
·

,

一 ,
X。

( x· , 一 ,
· 。

。专( ,
二 。

( x
·

) 一 ,
,

( x
”

) , ;
。

)

、 !一x
, +

着
( ,

· 。

( x
。

) 一 厂
·

`x 。

) ) ;
·

) .卜 .}x : ,

二。

(含
( ,

· 。
(二卜 ,

·

二̀ , , ,
·

)
”

1}
劣。 + : 。

}卜 }! x
。

!卜 fx
.

(:
。

)
.

其中 :

一告“ 二。

`x ·

,一 `
·

`x ·

) , ;

一
。

·

而空间 X是一致光滑的
,

于是

f
二。

( x
”

) 一 f
。

( x
。

) 1Ix
。 + “ n

11一 Ilx
,:

!l一 f , 一

(
z ”

)

与
。 > 。矛盾

,
所 以必要性成立

。

l
声
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同理有

定理 4 B a n a e h空间X是非常光滑的充要条件是 V x oS (X )
,

fo A x
是U (X

.
) 以 J x 为

暴露泛函的弱一强暴露点
.

定理 5 B a n a e h空间X 是光滑的充要条件是 V x o S (X )
,

f o A 二
是 U (X

`

.
)以 J x 为 暴 露

泛函的弱一强暴露点
.

与上述定理对称
,

有下面结果
.

定理 6 设X .
可分

,

二 S (X )是U (X )的一个弱一强暴露点
,

则几是 U (X .) 的一个光

滑点
,

其中 f砖A ,
是 x的暴露泛函

.

功 .

证明 设 F o s (X二 )
,

F ( f
二
)

= z
,

则存在x n o x 使 J x ”

ee
F

,

于是 f二 ( x 。

)
一

f
二

( x )

功 .

域

介
一

x’ xJ
二 F

,

故几是光滑点
.

定理 7 若
x o s (X )是 U (X )的非常光滑点

,

f x o A二是U (X
.
)的 P C点

,

则 f x
是 U ( X

.
)的

强暴露点
,

所以X是 (K .) 空间时
,

X 是非常光滑空间等价于 X是强光滑空间
。

订 明 由二是光滑点 得几是犷 (X
.
)的暴露点

,

且 J x( f刃 > J x( U (X .) \ {几卜)
,

设

功

f
” ` U `X . )

,

J x
低 )
一

J x ( f
,
) 二 l

,

贝叮f
。

(x )
一

1
,

由定理 4 f
。

ee
人

,

而 f
:

是 P C点
,

所

}!
.

】!
以厂

。

一
几

,

几是 U (X .) 的强暴露点
.

参 考 文 献

t

1 L i n B o r丈u h
,

L i n P e i k e e ,

T r o v a n s k i 5 L
.

P r o e A m e r M a t h S o e ,

195 8 202 :

52 6~ 52 8

2 F u n K
,

G l i e k s b e r g 1
.

D u k e m a t h J
,

1 955
,

2 5 : 55 3~ 5 65

3 L i n B o r l u h
,

L i n P e ik e e ,

T r o y a n a k i 5 L
.

M a t h A n n 1 9 86
,

2 7 4 : 6 1 3~ 6 16

4 D i e s t e l J
.

G e o m e t r y o f B a n a e h s P a e e s : S e l e e t e d t o P i e s ,

L e e t u r e N o t e : i n M a t h
.

S P r i刀g e r V e r l a g
,

19 75 : 45 5

D u a l C h a ar ct e r iaz t ion s o f S o m e G e o m e t r i e

P r o P e r t i e s o f N o r m e d S P a ce

H a n J ”̀ 夕 I“ a , * L f Y o n g j f”

A七s t r a e t T h e ( G * ) ( r e , p
.

( K
* ) ) n o r m e d s p a e e 15 d e f i n e d

。

I t 15 s h o w n t h a t

i f X
. i s a ( G .

) ( : e s p
.

( G ) ( K *
) ( K ) ) s p a e e t h e o X i s a ( G ) ( r e s p

.

( G . ) ( K ) ( K
. ) ) s p a e e .

S o m e u n i f i e d d u a l e h a r a e t e r i z a t i o n s o f 甲 a r i o u s

t y p e s o f : m o o t h n e s s i n a B a n a e h s p a e e a r e g i v e n b y u , 宜n g v a r定o u s t y P e s o f

e x P o s e d P o i n t s .

K e y w o r d: d e n t i n g p o i n t
,

P C p o i n t
,

( G ) s p a e e ,

( K ) s P a e e , e x p o s e d P o i n t

了 . D e P a r tm e n t o f M a t h e m a t i e s , Z h o n g s h a n U n i v e r s i t y


