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摘 要 设 A
、

B 为。阶H e :m i te 矩阵
,

本文就 A半正定和A
、

B可交换两种情况给出乘积 A B

的若千个特征值的和的一系列上
、

下界
。

关谁何 H e r m it e矩阵
,

特征值
,
不等式

1 引 言

以H
。

记 , 阶 H e r m i et 矩阵的集合
,

否(
·

) 记矩阵 (
·

)降序排列 的第i个特征值
,

如果

这个矩阵的特征值全是实数的话
.

设 A
、

及 H
” ,

易知 ( 参考引理 2 ) 当A ) 。 (半 正定 )

或才刀 = B月(挂
、

B可交换 )时
,

乘积 A B的特征值就全是实数
.

有如下经典结果
:
设 A

、

及风
,

且 A
、

B ) 0 ,

则对 k = 1
,

2
, … , n

成立

习拟, ( A )久卜卜
;
(刀 ) ( 习 林, ( A刀)镇习 , , ( A )又

,
( B ) ( 1 )

见文〔 1〕
.

习 k表示指标咱 1
,

2
, … 到为的求和

。

又设 i ; ,
i : , … ,

枯为满足 1 《 `: < 几< … < 红
1

( 。
的任一组自然数

。

文〔幻
、

〔s 〕对 ( l )给出如下改进
:
设 A

、

B o H
,

且 A
、

B》 o
,

则对 几二

1
,

2
,

…
, 。
成立

习今几̀
, ( A ) 4一 ,· :

( B )蕊习 ,久̀
, ( A刀 )《 习登孟̀

, ( A ) 4 , ( B )

习全`
, ( , B )》 习乒“

, ( A )`
。 一 ` ,一 ( B )

( 2 )

( 3 )

文〔 4 〕在 A
、

B o H
,

且仅设 A ) 。 的条件下得到

习今: 卜
t+ l

(通刀 ) ( 习令几
t (通) * t (刀) ( ` )

习今41( A刀) ) 习仓几t ( A )又
。 _ t + l

(刀) ( s )

本文旨在继续上述工作
,

给出月
、

及H
。

且 A ) o 或 A B = B A 两种情况下有关的一系列

不等式
。

先引入

引理 1 〔5〕设 A
、

B o H
一 ,

则对寿== 1 ,
2

, … , n
成立

习宁( 久̀ , ( A ) + 几一 ,一 ( B ) ) ( 牙久, , ( A + B ) ( 习全(孟
, , ( A ) + 孟, ( B ) ) ( 6 )

本文 19 9 1年 2 月 25 日收到
,

修改稿于 1 99 2年 12 月 26 日收到
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引理 2 设A
、

B o H
。 ,

又设实数
, 》 0 、

习啥孟
, , ( A B ) + r

习几一 , , :
( A )

习全4一 ,一 ( A B ) + r
习今几

, , ( A )

若 A 》 O则对掩二 1 ,
2

,

…
, ,成立

}铭认
, `BA

+

)rA ( 7 )

习啥“
,`A B + ·

A ,`
{
耳全̀

, , ( ` B ) + r

习护̀
: (` )

习乒`
, ( A B ) + ,

习母
` , , ( A )

丫

证明 注意 I t
( A B + , A )

= 久t ( A , / ZB A “ 2 + 耐 )
,

而A , 矛I B A “ 1

及
r
A o H 。 。

用引理 i

即可证得引理 2

Z A
、

B C H
。

且 A 》 O时的特征值不等式

记 ( x )
, == m a x

毛x ,
o }

,
为行文简洁

,

用习记艺啥又记夕== (几
:
( B ) )

, ,

吞
, = ( 一二

。
(刀 ) )

, ,

设A
、

及H 。
且A ) 。 ,

则对左= 1
,

2
, … , ” 成立定理 1 ~ 3

。

定班 1

习几,
( A B ) ) 习 几̀: ( A )久卜` , :

( B ) ( . )

习几̀ , ( A B ) ) 习义i , ( A )再卜` · :
( B ) 一夕

`
习 (久̀ ( A ) 一 孟̀ , ( A ) ) ( 9 )

习久̀ , ( A B ) ) 习义
n 一 , ,· ,

( A )久一 k
· ` ( B ) 一夕习 (久一 i , + ,

( A ) 一 几
。 一` , :

( A ) ) ( 1 0 )

习久̀ ( A B ) ) 习 盈, , ( A )久卜 `, + ;
( B ) 一 夕

,
习 ( 4 , ( A ) 一 孟̀* ( A ) ) ( 1 1 )

定理 2

习几i t ( A B )《 习久.l t ( A )几, ( B ) + 夕
`
习 (久. , ( A ) 一 泥卜* + ;

( A ) )

习 孟, t ( A B )成习久卜
, t+ :

( A )久。
一 , + :

( B ) + 夕习 (久t ( A ) 一 孟卜 .l t+ ;
( A ) )

( 1 2 )

( 1 3 )

定理 3

习久
。 一 t+ :

(月刀 ) 《 习孟
, , ( A )久, ( B )

习久
。 一

, + :
( AB )` 艺4 , , ( A ) 之̀ t ( B ) + 夕习 ( 久̀ ( A ) 一 兑̀ t (月 ) )

( 14 )

不等式 ( s )
、

( l` ) 改进 T ( 5 ) 及 ( 透 )
.

不等式 ( s )
、

( 9 )
,

( 12 ) 互不蕴含
,

参看本文的例子与注记
。

( 1 5 )

( 1 1 )
、

定理的证明 注意刀 + 夕
尹 I ) o ,

对半正定矩阵A及 B + 夕
矛 I用 ( 2 ) 式左端不等式得

习 久i , ( A ( B + 吞
` I ) ) 》 习 久, , ( A )浇

。 一 , + ,

( B + 吞
` I )

== 艺 注, , ( A )久
。 一 t+ .

( B ) + 夕
`

习
i , ( A ) ( 1 6 )

辛
又 由引理 2
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“ “ ,〔 A`B + “ , ` , , 、
{
习孟, ( A B ) + 夕

`
习孟

,* ( A )

习 4 1* ( A B ) + 夕
`
沉孟t ( A )

1 7 )

( 1 7 )
、

( 1 6 ) 结合
,
得到 ( 8 )

。

对A及 B + 夕
产 I用式 ( 3 )

,

得

习 4 , ( A ( B + 夕
`

I ) )李习孟, t ( A ) 孟卜 , , + :
( B ) + 口

`
习 4一t

(通) ( 1 8 )

又 由引理 2

习久t ( A ( B + 夕
,

I ) )《 习浇,
( A B ) + 吞

,

习 4 t ( A ) ( 1 9 )

结合 ( 2 8 ) 与 ( 2 9 ) 可得 ( 1 1 )
。

类似地
,

由 ( 2 ) 右端的不等式及引理 2 分别得到

习 4` , ( A ( B + 夕
` I ) )《 习 4̀ * ( A ) 4̀ ( B ) + 夕

`
习孟, , ( A ) ( 2 0 )

及

习 4 i t ( A ( B + 口
` I ) ) ) 习之

, , ( aA ) + 夕
`
习盈卜 * , :

( A ) ( 2 1 )

结合 ( 2 0 ) 与 ( 2 1 ) 即得 ( 1 2 )
。

在 ( s ) 中用
一 B代替 B

,

注意孟, ( 一 X ) == 一 盈。
_ t+ :

( X )
,

得

习卜 4卜 t+ :
( A B )〕《 习义,* ( A )〔一 4卜 t+ :

( B )〕

由上式即得 ( 14 )

同法
,
在 已证得的 ( U ) 中用 一 B代替B

,

得 ( 15)
.

由引理 2 结合 ( 2) 式可证 得 ( 9 )
.

在 (的中先用
一 B代替B

,

再用
。 一爪+ 1 < … < , 一 i : + 1代替 i : < … < 组可得 ( 1 3 )

.

同 法可

由 ( 1 2 )导得 ( 10 )
。

定理 l ~ 3证毕
。

3 A
、

B C H
。 ,

A
、

B可交换时的特征值不等式

记 a : 二 ( 1:
( A ) )

, , a , == ( 一 兑
。

( A ) )
, ,

夕= ( 4 :
( B ) )

, ,

夕
夕 == ( 一 孟

.
( B ) )

, ,
若 A

一
B o H 。

且

A B = B A
,

则对 k = 1
,

2 , … , :
成立定理 4

。

定理 `

习几t ( A B ) ) 习之i , ( A )久卜 r+ :
( B ) 一 a `

习 (之t ( B ) 一笼卜 t + :
( B ) ) ( 2 2 )

习浇, (朋 ) ) 万久i t ( A )孟
。一 t+ :

( B ) 一 a `
习 ( 几̀* ( B ) 一 之卜*+ ;

( B ) )

一 夕
`
习 (几t ( A ) 一 孟i* ( A ) ) ( 2 3 )

艺 4` t ( A B ) ) 习沈̀
,
( A )几一 t· :

( B ) 一 a `
艺 (义* ( B ) 一几卜 t , :

( B ) )

一 吞
`
习 (久, ( A ) 一 久i t ( A ) ) ( 2 4 )

习 4 i t (月B ) ) 习沈一 `, · :
( A ) 1卜 , , , ( B ) 一

“ `
习 (浇I ( B ) 一 4卜 k+ r ( B ) )

一 夕习 (久卜 i , + :
( A ) 一 二卜 t , :

( A ) ) ( 2 5 )

习浇f ( BA ) 》 习浇一 i , · :
( A )久

。 一 k , , ( B ) 一 “ `
习 (之̀ , ( B )

一 4卜 k
, , ( B ) )

一

理 ( 4卜乍
+ :

( A ) 一 4卜 * , :
( A ) ) ( 2 6 )
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习浇 * (A B) )习 孟̀ , (以 )沐一` , + :
( B )

一 “ `

习 (之* ( B ) 一 沐卜 i , · :
( B ) ) 一 口

`
习 (浇t ( A ) 一 4` , ( A ) )

证明 注意 A + a, I ) O,
用 ( s) 可得

习孟* ( ( A + “ ` I ) B ) ) 习几̀* ( A )几卜
, , :

( B ) + “ `
习义卜 ` · :

( B )

另方面
,

由 A
、

B可交换
,

月B o H
。 ,

用 引理 1

习久t ( ( A + a 尹 I ) B )《 习久
`

( A B ) + a 尸
习孟, ( B )

结合 ( 2 8 )
、

( 2 9 )得 ( 2 2 )
.

用 ( 9 )得

习几i* ( ( A + a ` I ) B )李 习久i t ( A ) 4卜* · :

( B ) + a `
习尧卜 f , :

( B )

一夕
`
习 (久t ( A ) 一孟i t ( A ) )

另方面
,

由引理 1

( 2 7 )

( 2 8 )

( 2 9 )

( 3 Q )

丫

习“ , “ ` 二 “ ,, , `

{
习孟t ( BA ) + a 尹习孟̀ t ( B )

习派i ( AB ) + a 尹习 4* ( B )
t

( 3 1 )

( 3 2 )

卜

( 3 1 )和 ( 3 2 )与 ( 3 0 )结合分别可得 ( 2 3 )
、

( 2̀ )
。

类似地
,
用 ( 2 0 )及引理 1 ( 仿照由 ( 5 0 ) ~ ( 3 2 )导出 ( 2 3 )

、

( 2` )的过程 ) 可导出 ( 2 5 )

及 ( 2 6 )
。

最后
,

对A + a 尹 I及 B用 ( 1 1) 式
,

结合引理 1
,

可导得 ( 2 7)
。

定理 4 证毕
。

定理 4 给出A B的若干个特征值的和的下界
.

在 ( 22 ) ~ ( 2 7 )中用 一刀代替 B
,

可分别导

出习`
一

+f :
( BA ) ( BA 的最小的掩个特征值之和 ) 及习几̀ , ( BA ) ( BA 的某 h个特征 值 之 和 )

的上 界
.

篇幅关系
,

仅以一例示之
,

在 ( 2 4 )中用 一 B代替 B可得

习浇卜 i t+ :
(BA )《 习久i t ( A )久t ( B ) + a `

习 (孟t ( B ) 一笼卜 *+ :
( B ) )

+ 夕习 (久, ( A ) 一 几i t (月 ) )

再在上式中用 l’t 代替
: 一 i , + 1

,

得上界

习孟i* ( A刀 ) 《 习1卜 i t + :
( A )孟“

一 f· :
( B ) + “ `

习 (几, ( B ) 一 4卜* · :
( B ) )

+ 口习 (尧
t
( A ) 一 4卜 i,· :

( A ) )

推导中注意 f: < f: < … <爪而 : 一 i: + 1> : 一 i : + 1 > … > ff 一爪+ 1
。

芳

4 例子与注记

定理 1 ~ 3 中
,

式 ( 8 )
、

( 9 )
、

( 1 1 )及 ( 1 2 )互不蕴含
.

例 1 设 A == d i a g ( 2
, 2 ,

1 )
,

B = d i a g ( 一 1
,

o
,

1 )
。

对于丸
:

( A B )
,

( s )提供的最佳的下

界 ( 取 i
: ” 3 ) 是 一 i ,

而 ( 1 1 )提供的最佳下界 ( 取 f : ” 2或 f
: = 3 )是 0

,

司见 ( 8 ) 不 优 于

( 1 1 ) , 又若设 A = d i a g ( 2
,

1
, o )

,
B == d i a g ( 一 z

, o , 1 )
,

估计久
,
( A B )的下界

,

( 1 1 )提供 的

最佳值为 ( 取￡: = 2 ) 一 1 ,

而 ( s) 提供的最佳值 ( 取 i : = s) 是 。 ,

可见 ( 1功不优 于妞),-
_

二

者互不蕴含
.

丁
· 一

:

一
:

一
、

,
.

: : :
·

;
、 可 ·

.

:
`

:几
.
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例 2设 A== d ia g( 2, 2 , l )
,

B == d i a g ( 一 1 ,
o

,
1 )

,

用 ( 9 )估计久
;

( A B )的下界 (这时 k ==

1
,

i : = i )为 一 2
,

用 ( 10 ) ( 它与 ( 1 2 )等价 ) 估计的下界为 一 1 , 用 ( 9 )式估计几
:

( A B ) (这

时 k == 1
,

i : = 2 ) 的下界为 一 2 ,

用 ( 1 0) 式估计的下界为 一 3
.

可见 (的与 ( 1 0) 互不范含
。

定理 4 中的各式也互不蕴含
。

仅以 ( 2 2 )
、

( 2 5) 为例
.

例 3 设 A = d i a g ( 2
,

o
, 一 i )

,
B = d i a g ( 一 l ,

o
,

1 )
,

估计丸
,
(BA )的下界

.

用 ( 2 2 ) 得

到的最佳值 ( 取`: = 3 )为 一 1
,

用 ( 2 3 )式得到的最佳值 ( 取 i : = 3) 为 一 2
,

可见 ( 2 5) 不优

于 ( 2 2 )
.

又设 A ` d i a g ( o , o , 一 1 )
,

B = d i a g ( 一 1
,

o
,

1 )
,

考虑孟
:

( A B )的T 界
,

用 ( 2 2 ) 得

到的最佳下界 ( 取 i : = 3) 是 一 1 ,

而用 ( 2 3 )得到最佳下界 ( 取 i : = 3 )是 O
,

可见 ( 2 2) 不

优于 ( 23 )
.

二者互不蕴含
。

在本文 ( s) 中令 it = t ,

即可知经典结果 ( l) 左式即使在仅设 A ) o时也成立
。

但其右式

在仅设 A ) O时一般而言不成立
。
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