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混合试探作用量对四维格点

规范场的研究
`

刘金明 黄超生 郭硕鸿
( 中山大学物理学 系

,

广州 5 1 0 2 7 5 )

摘 要 本文应用混合作用量作为改进平均场理论的试探作用量
,

用变分法计算了 4 维时

空中 z ( 2)
, ` (l ) 和 s u ( 2) 纯格点规范场的平均元格内能 E

, .

对于玄 (2 ) 格点规范场

得出具有范德瓦尔斯型 曲线的一级相变的相图
.

对于 ` ( 1) 群
,

得到很陡的 E
, 一

刀曲线
,

显

示有解除禁闭的二级相变
.

对于 lS 了 (2 ) 群
,

得到光滑的 E
, 一

刀曲线
,

显示理论的禁闭性
.

计

算结果与 M c 方法所得符合较好
.

关键词 格点规范理论
,

规范场相图
,

混合试探作用量

分类号 0 4 1 2
.

3
,

0 4 1 3
.

3
,

0 5 7 2
.

2 4 3

文献 〔1〕应用混合试探作用量作 为改进平均场理论的试探作用量
,

用变分法计算了 3

维时空中 z ( 2 )
,

u ( 1) 和 s u ( 2) 纯格点规范场的平均元格能量 E 。 一

刀曲线与 M C 方法所得

符合较好
,

消除了平均场理论
〔,

,

” 、

变分
一
累积展开

〔 `〕
等解析方法所得 E , 一

刀曲线在过渡区

中存在的不正确间断点
.

对于 z ( 2) 群
,

还得到了其他解析方法得不到的具有范德瓦 尔斯

型 曲线的一级相变的相图
.

本文将此法推广到 4 维情况
.

求出 z ( 2 )
,

U ( l) 和 S U ( 2) 纯格

点规范场的 E
尸 一

刀曲线
.

对于 z ( 2) 群
,

同样得到了具有范德瓦尔斯型曲线的一级相变的相

图
,

对于 f ( l) 群
,

得到很陡的过渡
,

显示有解除禁闭的二级相变
.

对于 敌厂 ( 2 )群
,

得到光滑

的 E , 一

刀曲线
,

显示理论的禁闭性
.

所有的计算结果与 M c 方法
〔 5一 8〕

所得符合较好
,

并且改

进了文献 〔9〕的结果
.

1 混合作用量与变分法

格点规范场的配分函数为
z -

一丁
D 正厂

,

一 D 〔/ ,

一 : d 厄厂
`

( l )

式中
,

w 为自由能
,

为链 l 上的群元素
,

叫链变量
.

5 为规范场的 w il s
on 作用量

·
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。
_ 刀 、

, ` _ , ;

O 一
二二丫 / 乙了 、 忆

z 刀 气尸

。
+ 厄/声)

,

刀 = ZN /夕 ( 2 )

式中
,

u
,

为元格 尸 上 4 个链变量的乘积 叫元格变量
,

引入试探作用量 s
。

( : )
, 之
为变分

参数
,

令
z

。
一

{
D 乙

,

一 ( 3 )

利用凸性不等式
,

得

W 蕊 W
。 ,, ,

环
一 。 , f

= 一 I n Z 。
一 < S 一 S

。
>

。
( 4 )

w
。 “

叫做等效 自由能
,

对
:

变分
,

使 W
。 ff

极小 以确定参数
之

的值
,

由此得 自由能 W 的近似

值
.

显然
,

试探作用量选得好就 可得较好的自由能近似值
.

通常文献中采用独立链试探

作用量 0S

S
。
一
六万

`· (`厂
,

+ 乙广 ( 5 )

相应的等效 自由能为

W
。

三W
。 r: 〔5

0

〕 = 一 N
,

式中 N `

为总链数
,

N
;

为总元格数
,

( I n Z
。
一

: m ) 一 入
’

,

刀m ( 6 )

z
。
为规范群的单链积分

、 ,产、 ,产八了Rù
了̀、

`d 正了e六
`· “ ` + ;

广

m 一 < 熹
`:

乙 J 、

(之/
,

+ 之厂广) >
。
= Z

。
(

:
) / Z

。
(

:
)

之

变分使 W
。

极小确定参数
:

以后
,

所得 E
, 一 刀曲线

,

在过渡区都有间断点
,

因而给出

而对

对任何规范群都有一级相变的不正确结论
.

对此
,

已有许多改进的理论
,

但只要采用独

立链试探作用量 s
。 ,

过渡区的间断点都难 以完全消去
.

文献 〔1〕 和 〔g 〕 指出利用群积

分测度的不变性
,

可以将 s
。

中的部分链变量改回元格变量使等效 自由能更低
,

从而得到

更好的近似
.

文献 〔1〕 中对 3 维时空讨论了将链变量改 回元格变量的具体方案
:

在格点

中取 ZM 层扩展立体作为内部
,

将不含内部链的所有其他元格称为外部
.

在 内部链中
,

按

文献 〔1〕 中方法取出特殊链 U 孟
,

并将它们改 回相应的元格变量
,

那未这就是使最多的链

变量改回元格变量的方法
,

最后令外部的作用量改 回相应的 w ils on 作用量
,

使本法中的

混合试探作用量为

5
2

一 六喜
` · `〔厂“ + 乙/

+ 、 .

刀劝
J _ , ; : . ; +

。 夕 州广 只花军 /
J ` T 、 t , P 州尸 L尹 尸

乙 I v
声了

( 9 )

式 中
,

= N
p

万 `。

~ (月万 + l ) 刃
1刃 2

为特殊链总数
,

万
1 ,

刃
2

分别为
Z ,

一

(6 M + 5) N
, N Z

为外部元格总数
,

N ,

为总元格数
·

由

夕方 向上总格点数
,

N , :

( 9 ) 式可得相应的等效

自由能

将 w
: M

对 m

便可求得 E
。

范场的相 图
.

W
: ,

= 一 I n Z ,
一 N , N :

( 4M + 1 ) ( I n Z
。
一

z m )

一万
! N Z

刀 〔 ( 4万 + l ) m + 2饥 5
+ … + Zm ,盯 + `〕 ( 10 )

变分
,

由
a 、 , ]。

a/ m ~ 0
,

可得变分参数
之

与 刀的关系
,

代进序参数 E 。

的公式

E
,
= 1一 m (

z
) ( 1 1 )

一 刀曲线
.

文献 〔 1〕 只讨论了 3 维时空的 z (2 )
,

U ( l) 和 阴厂 (2 ) 格点规

以下将此推广到 4 维时空情况
.
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2 4维时空情况

在 4维时空中
,

称所有类空元格为底面
,

文献 〔 l 〕所述选好 2M
3

层扩展立体

及相应的特殊链
,

在士
x ,

方 向上
,

重复画出这个 2M
3

层扩展立体
,

组

成新的内部超立体
,

并取在士
二 ,

处

3维 ZM
。
层扩展立体的所有链为新

的超立体的特殊链
,

取相邻的内部

侧面元格为相应的特殊元格
,

内部

的其他链叫空链
,

不含 内部链的所

有元格为外部元格
.

当我们令所有

特殊链变 回相应的特殊元格后
,

所

有的内部元格或者是特殊元格
,

或

类时元格 为侧面
,

设在 3 维空间中已经按

一一一一一了了\\\\\ }}}}}

\\\\\\\\\\\\\

/////// 厂厂
}}}}}}}

一 久嘴一
_

者是空位元格 (单空位
,

双空位
,

…
,

k 空位 .) 没有多余的元格变量
,

所

以在试探作用量 中
,

不再需要有其

他的链变量
.

作为例子
,

图 1 画出

M
,
一 M

3
一 1

,

即 2 只 2 超立体
,

相应

的混合试探作用量记 为 5
2 又 2

.

若在

士 Zx ,

处再重复取出 ZM
:

层扩展立

体加入新的超立体
,

并选新的 2M
3

层扩展立体的所有链 为特殊链
,

便

形成新的 4 又 ZM
:

层超立体 为内部

超立体
.

继续在士 3 : 刁 ,

士 4 : , ,

…上

加层可组成 内部 ZM
、 只 2M

3

层超立

体
.

选新加上的 2M
3

层扩展立体的

l

工
2

丫丫丫丫丫丫丫`̀

/////// /////////

图 1 2 只 2超立体中特殊链的取法
,

粗线代表特殊链

F i s
·

1 S p e e i a l l i n k s i n Z 火 2 s u p o F̀ u b e ,

S o l id l i n e r e P r e s e n t s P e e i a l l i n k s

所有链为特殊链相邻 的内部侧面元格为特殊元格
.

如上所述
,

在内部中只取特殊链
,

并

准备将它们变 回特殊元格变量
,

而外部元格部分取回 w il s
on 作用量

,

于是得混合试探作

用量 5 2 , , x Z , 3

为

。 名 又 ,
J / 二 , ,

。 2 , 4 ` 2 M 3

一 获白
“

J

、 t `
刀 、

, 」 , 二

寸一 忆
` 。 夕 州卜 不百了 厂 ` 7

`

气t / p 一卜 t p 少
乙八 声位弓

( 12 )

式 中 刃 ,。

为特殊链总数
,

万 。 :

为外部元格总数
.

分别为

万
`。

= ( ] ZM
3

M
门
+ 4M

3
+ 4M

,
+ l ) 八

一
1万 2

解 3 + “ ,

( 1 3 a
)

、 。 :

一 、 ,
一 、

, 。

一 艺
万 , 、

( 1 3b )

万
, 。

一 万
。

为特殊元格总数
,

万
, 、 ;

为 k 空位元格总数
.

不难计算其值为
:
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当 M
月

< M
3

时
,

N
, 。 `

万 】N …
8M

3
+ 4k

,

4M
,
+ 2

,

4 〔M
3

+ M
,
+ l 一 k 〕

当 1毛 k镇M
;

当 M
,
+ l镇 k镇M

3

当 M
3
+ 1簇 k镇 M

3
+ M

,

( 1 4 )

当 万
、
= 万

3

时

N , 、 ,

万 I N 2

( 8M
3
十 4k

,

一代
、 4 〔2M

3
+ l一 k〕

1簇 k簇 M
3

M
3
+ l镇 k簇 M

3

+ M
,

( 15 )

当 M
,

> M
3

时

万 r 。 *

N 入

{
8M

3
+ 弓̀

,

一
{
` 2 M

3
+ 2

,

L4 〔M
3
十 M

,
+ l 一 k 〕

l镇 k簇 M
3

M
:
+ l簇 k簇M

,

M
,
+ 1簇 k簇 M

,

+ M
3

( 16 )

相应的等效 自由能为
M 3+ 盯 ,

环
2 , 、 丫 2, 。

一
, n Z

:

一 万
, 。

( , n Z
。
一

z机 ) 一 刀〔 N ,。

m + 万 N , 。 `
m

” ` + `〕 ( 1 7 )

对 m 变分使 ( 1 7) 式极 小得
M 3+ 肘 峨

艺 孕
( 4、 + 1 ) m , 走〕

孟V z。

( 1 8 )

只要 万
3

和 M
,

E
。 一

刀曲线
·

= 刀〔1 +

都不太大 ( 1 1) 式仍成立
.

将 ( 1 8) 式与 ( 1 1) 式联立便得 4 维情况下的

在众多的试探作用量中
,

我们取使 W
Z二 , 丫 2 M 3

最小以确定 M
J

和 M
。

的值
·

为此
,

我们

对 nI z
:

采用单链近似
,

得

w Z , , 冰 2 , 3

三 W
Z, , x Z , 3

/ N
,

七一 ( I n Z
。
一 ; 1n )

3
一下肖m

’

`

对 z ( 2 )
,

之/

取使 W
Z二 、 丫 2 , 3

( 1 ) 和 s 王J ( 2 ) 群
,

在 万
,
= 1

,

2
,

最低的 (M
, ,

M
3
) 值

,

结果为

( 2 ) 群和 打 ( 1 ) 群
,

都是 万
,
= l

,

… 5 和 M
3
一 1

,

2
,

…

M
3
一 2

,

相应的
之
为

一 , ( 1+

鄂
m

4

+

器
m

s
+

霎
m

12
)

s之厂 ( 2 ) 群
,

得 万
,
= 2

,

万
3
= l

,

相应的
名

为

维维

二 6 0
` .

12 6
。 .

5 2
名
一 方 又l 十只下爪

’

十 二二丁 m
“

十不下 m
’ “

)
j / 0 1 O J

( 1 9 )

5 计算 ( 1 9 ) 式
,

( 2 0 )

( 2 1 )

由此得到的 E
。 一

刀曲线如图 2 所示
.

3 讨 论

本文将文献 〔」〕 发展的混合试探 作用量扩 广到 4 维时空情况
,

讨论了 z ( 2 )
,

石

( l) 和 sl ( 2) 群纯格点规范场的内能曲线
,

计算结果与 M c 计算相符
.

特别是对于 4 维

z ( 2) 群
,

得到具有范德瓦尔斯型曲线的一级相变的相图
,

这是 用其他试探作用量作解

析计算得不到的结果
.

对于 石 ( l) 群得到很陡的 E
。 一

刀曲线
,

显示有解除禁闭的二级相

变
.

对于 双了 (2 ) 群
,

得到光滑的 E
, 一

刀曲线
·

显示理论的禁闭性
·

如同文献 〔1〕 一样
,
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(。 ) Z (2) (b ) 歹川 (。 ) J夕川

…
。

..:. ,.,

召 口 刀

图 2 4维格点规范场的相图

F i g
.

2 P h a s e d i a g r a m o f 4 D l a t t i e e s a u g e t h e o r y

( a ) z ( 2 ) 群
,

( b ) 之/ ( l ) 群
,

( e ) s U ( 2 ) 群
,

实线— 为本文计算结果
,

实心点

…
为 M c 计算结果

由于等效自由能不能准确计算
,

本文在确定 内部超立体的最佳层数不够准确
,

而且划分

内部与外部超立体时
,

忽略了彼此间的祸合
,

当 刀不大时
,

这是较好的近似
.

但当 刀很

大时
,

元格间的关联效应变大
,

需要考虑其藕合
.

计算表明 4 维情况所得结果 比 3 维情

况较接近 M c 计算结果
.

这些问题我们正进一步研究
.
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