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关于 二一

正则半群的 G r e e n 关系

龙冬阳

( 中山 大 学数学 来
.

广州 5 1 0 2 7 5 )

摘 要 给出了
二一

正则半群上一类广义的 rG o
n
关系中

,

若干关系类都含有唯一的幂等元

的若干特征
.
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rG ee
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.

7

1 前 言

众所周知
.

半群的 G r e e n 关系 丫
.

穷
,

之
,

少
,

厂 在正则半群的研究中具有非常重要

的地位二’
·

2〕
, 兀一

正 则 (或幂
,

拟正 则 )半群作为正则半群的拓广 已成为研究半群代数理论中

的主流之一川
.

本文讨论
:

当 二 一

正则半群 S 的 广义的 G er en 关系 丫
’ ,

屏
’ ,

了
, ’ ,

少
’

及
`

f
’

中的若干个关系类都含有唯一的幂等元时
,

半群 S 具有什么特征 ?

文中有关概念与记号均可参见文献 [ l一 3」
.

先给出一些必要的概念与记号
.

设 S 是一个半群
,

则 S 是 ;r 一

正则的
,

如果对于每一
a

任 S 存在
, , : 任 Z

卜

使得
“ ” `

任 “ ’ ”

S a ’ ” ;
称 S 为 二 一

逆的
.

如果对于每一
a 任 S 存在

n : 任 Z + 及唯一

的 x 〔 S 使得
“ ” `

一丫二 a ’ ” ,
x 一 二 a ’

场 ;
称 S 为强 二一

逆的
,

如果 S 是 二
一

正则的
,

且 S 的所有幂

等元可交换
;
称 S 为 G v

一

半群
.

如果 S 是 ;r 一

正则的
,

且 S 的每一正则元是完全正则的
; 一

个 G v
一

半群称为 G v
一

逆半群
,

如果 G v
一

半群 中的每一个正则元都具有唯一的逆元
.

对于半

群 5
.

若存在 S 的一 个子群 G 使得对于每一
a 任 S 存在

n : 任 Z 十

都有 a’’’ 任G
.

则称 G 为 ;T -

群
.

文中分别用 五 (S ) 与 R ge (S ) 表示半群 S 的幂等元集与正则元集
.

若
“ 任 R ge (s )

,

则用

V (a )表示 “ 的逆元集
.

设 S 是 ;T 一

正则半群
.

则关于每一
“ 任 5

.

记
;
( a) 一 m in {户任 Z +l “ ”

任

R e g ( S ) }
.

关于 二一

正则半群 5
.

我们定义 S 上的等价关系 丫
’ ,

雳
` . 、

尧
一 ` ,

少
’ ,

声
`

如下
:

“
丫

’

b 拼 S a
’
`” 一 S 夕

` ” )
.

“
劣

’

b拼
u r “ 』 ’

S 一夕
`人 )

S

a
`

厂
’

b幼 S “ ’ `“ )

S 一 S l)’
“ “ 、

5
.

夕犷
’

一丫
“

n 厉
’ ` .

夕
`

一 丫
’

V 穷 二
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关 J’. 二 一

止则半群的 G
r
ec

n
关系

从定义易知
.

当 S 为正则半群时
.

5 上的关系 丫
’ .

雳
’ .

少
’ .

少
“ .

厂
`

恰是通常的 G er en

关 系 丫
.

劣
.

贪一夕
. `

厂
.

而对于一般的
二一

正则半群
.

则 丫
’

井 ,
.

厉
’

并厉
.

贪
’

共少
.

夕
`

并夕
.

f
’

关 f 二 除夕
’

之外
.

[ s] 中已给出了 丫
’

二穷
’ .

J
’ .

厂
`

的若干性质
.

已有

引理 1 (【3〕
.

引理 x
.

1
.

1
.

引理 x
.

1
.

3
.

命题 X
.

l
.

3)
.

设 S 是 ;r 一正则半群
.

则有

i( ) 每一个 丫
` 一

(厉
`

一声
` 一

)类至少含有一个幕等元
;

ii( ) 每一个之
` 一

类最多含有一个幕等元
;

ii( i) 每一个少
.

’ 一

类含有唯一的幕等元骨 S 是一个 GV
一

半群
.

2 主要结果

先给出 少
`

的两个性质
.

它类似于 G r ee n 关 系 丫 与 雳 及 夕
.

定理 1与 2的证明从

略
.

定理 1 丫
. 。
穷

`

= 雳
’ 。
丫

` ,

即 丫
`

与穷
’

可交换
.

推论 1 夕
’

一丫
` 。
屏

’

一屏
’ 。
丫

’ ·

定理 2 设 S 是周期半群
.

则 夕
’

=
`

厂
’ .

下面给出每一个丫
` 一

(穷
一

, ,

J
’ 一 , .

厂
’ 一

)类包含唯一幂等元的
二 一

正则半群 S 的若干

特征
.

定理 3 设 S 是 二
一

正则半群
.

则下列条件等价
:

i( ) 每一个丫
’ 一

类包含唯一的幕等元
;

( 11) ( V “ 任 S ) ( V u ’ . a ’`

任 V ( “
· `“ ’

) ) a , a “ “ ’
= “ ” a 以 “ ’ ;

( 111) ( V
e .

f 〔 E ( S ) ) (日 , , : 任 Z +
) (汀 )

“
= (少妞厂)

“ .

定理 4 设 S 是 二 一

正则半群
.

则下列条件等价
:

i( ) 每一个 R
’ 一

类含有唯一的幕等元
;

( 11) ( V u 任 S ) ( V a ` . a ’`

任V ( u ’ ` “ ’ ) ) a 以
` ’ a `

= u ” “ ’ u ’ ` ;

( 111) ( V 尸 .

f 任 E ( S ) ) (日 , ) ,任 Z
+

) (汀 )
” `

一 (刁矛)
’ “ .

定理 5 设 S 是
;r 一正则半群

.

则下列条件等价
:

i( ) 每一个丫
` 一

类及每一个 劣
’ 一

类均 含唯一的幕等元
;

( 11) ( V a 任 S ) ( V a ` a ` ,

任 V ( u
r `“ ’

) )
. a ` a ’ “ 门

= a ’ ` a ’ ` J ’ a r ` “ ’ a `
= a ’ “ ` ’ u ” ;

( 111) ( V 尹 .

f 〔 E ( S ) ) (日
, , , 任 Z

+
) (汀 )

” `

= (介 )
" ` ;

i( V ) S 是 二一

逆半群
.

定理 3
,

4
.

5 的证明略
.

定理 6 设 S 是
二 一

正则半群
.

则下列条件等价
:

i( ) 每一个 夕
’ 一

类含有唯一的幕等元
;

ii( ) 每一个
.

1
’ 一

类含有唯一的幕等元
;

ii( i) 之
声 ’

一丫一厉
’

~ 夕
“

一 厂
’ ;

( iv ) S 是 G V
一

半群
.

且是一个 二一

逆半群
;

( v ) S 是 二
一

群的半格
.

证明 将证 ( 11) => ( 111)冷 ( iv ) => ( v )冷 ( 11) 及 ( i )二 ( i v ) 。 ( 111) => ( i )
.

ii( )冷 ii( 1)
.

因为 丫
“

二
.

厂
’ .

故 由引理 1 和 ii( )知
.

丫
’

一 厂
“ .

同理 穷
’

一 厂
’ .

故 少
’



中山大学学报 ( 自然科学版 ) 第 3 3 卷

一丫
’

一雳
’

一夕
’

一
`

厂
“ .

(ii i) => (i v)
·

由引理 1 及定理 5 可得
.

( i v ) 冷 ( v )
.

因为 S 是 G V
一

半群
.

据文 [ 3 〕定理 x
.

1
.

l
.

则 S 是完全 A r e h im e d e a n
半群

S
。

(a 任Y ) 的半格
.

再 由〔3」定理 ”
.

2
.

2
.

1 知 S
。

是完全单半群 G
。

的幂零扩张
.

其中 G
。

是

S
。

的完全单核
.

即 S
。

中的最小理想
.

又因 S 是 二
一

逆的
,

于是 S
。

是 二
一

逆的
.

故 G
。

也是
;r 一

逆

的半群
.

因此据定义
.

对于每一
“ 〔 G

.

存在
, , , 〔 Z

十

使得
“ ’

具有唯一的逆元
.

即 V ( “ 叻 只含

一 个元
.

设
。 ,

f 任 E ( G
.

)
.

x e V ( ef )
.

则介刁汾
。 一 fx

, .

即 fx
尸 〔 E ( G

。

)
.

V ( fx
。 )二 {fx

。 }
.

而

fx
尸 (以 )介

尸二 fx
。 .

ef (介
。 ) ef 一汀

.

所以 fe 任 V ( fx
。 )

.

以一 fx
。 ,

ef 任 E ( G
。

)
.

类似可证 fe 任

E ( G
。

)
.

但 f 汾尸 ( fe ) fx
。 ~ fx

尸 ,

fe (介
。 ) fe 一 fe

.

所以 fe 任V (介
。 ) ~ {ef }即 ef = fe

.

这说明 aG

是一个完全单半群且 G
.

中幕等元可交换
.

由此 易推得 G
。

是一个群
.

所以 S
。

是一个
二 一

群
,

即 S 是 二一

群的半格
.

v( ) => ii( )
.

因为每一个
`

厂
’ 一

类至少含有一个幂等元
.

故 只需证明每一个 厂
’ 一

类最多

含一个幂等元即可
.

由 ( V )知
.

在 S 上定义关系 p 如下
: a
bP 骨

a ,

b 同在一个
;r 一

群中
.

则 p 是

S 上的半格同余
.

且每一个 p
一

类是一个
;r 一

群
,

易见每一
二 一

群最多含一个幂等元
.

因此若能

说明
`

厂
’

二p 则显然 声
’ 一

类最多含一个幂等元
.

下面就证明
,

对于一个 G V
一

半群 S
,

则 声
`

是 S 上最小半格同余
.

由「3」定理 X
.

1
.

1 知 二厂
`

是半格同余
.

设 夕是 S 上最小半格同余
.

则 ,二
`

f
’ ·

现设 “
`

厂
“

.b 即存在 x
·

.y
“ . 。 任 S 使得

。 (r’l ’
二 x l,’( ` ) y

,

b’( ` ,
一 。 “ ,(u

,二
.

于是 。 , -

( a V )
’ `

4` ’
= (“

· `· ’
) , = x , (占

· “ ,
) ,夕 , = x帕 ,少 ,

,

吞, = (右夕)
厂 ` h ,

= (占
’ (` ,

)甲= : `夕( a r t“ ’
)和 , =

: `
专u
和夕

.

所

以 a粉) b甲
.

b夕) “ V
.

即 “ 刁一 b夕
. “ 帕

.

因此
`

厂
’

二粉
. `

厂
’

一 刀
.

这就证 明了 ii( )=> ii( i) ” i( v) 冷

( v )净 ( 11)
.

根据上面的证明与引理 1易证 i( )。 i( v) => ii( i) => i( )
.

据定理 5
,

6 及 [ 3〕中的定理 x
.

3
.

1
.

则有

推论 2 设 S 是
二 一

正则则半群
.

则下列条件等价
:

i( ) 每一个 少
` 一

(
`

f
’ 一

)类含有唯一的幕等元
;

ii( ) 从丫
’ ,

另
’ ,

之
叫 ’ ,

夕
“ , `

厂
’

中任取 3 个
,

则 3 个关 系类均包含唯一的幕等元
;

( 111) S 是
二 一

半群的半格
;

( i v ) S 是 G V
一

逆半群
;

最后
.

我们给出从关系丫
’ ,

屏
’ ,

了
,

` .

少
“ .

f
’

中的任取 2 个
.

若这两个关 系的每一

关系等价均含唯一的幂等元的若干特征
.

以下定理证 明均从略
.

定理 7 设 S 是
二一

正则半群
.

则下列条件等价
:

i( ) 每一个
.

少
’ 一

类与每一 丫
’ 一

类均含有唯一的幕等元
;

ii( ) S 是右群的幕零扩张的半格
.

定理 8 设 S 是 二一

正则半群
.

则下列条件等价
:

i( ) 每一个
`

少
们 ` 一

类与每一 劣
’ 一

类均含有唯一的幂等元
;

ii( ) S 是左群的幂零扩张的半格
.

定理 7 与定理 8 的直接推论
.

可得到正则半群的两 个类似结果
.

定理 9 设 S 是正则半群
.

则下面条件等价
:

i( ) 每一个了
一

类与每一 丫
一

类均含有唯一的幂等元
;
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关 J: 二
一 11二贝吐半群的 G

r o e n
关系 1 1 3

( 11) S 是右群的半格
.

定理 10 设 S 是正则半群
.

则下列条件等价
:

(i ) 每一个
二

分
一

类与每一 雳
一

类均含有唯一的幂等元
;

( 11) S 是左群的半格
.
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