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接近一致光滑和局部接近一致凸

的 B a n a e h 空间
’

黎 永 锦

( 中山大学数学系
,

广州 5 1 0 2 7 5 )

摘 要 给出了 aB an hc 空间 X 是接近一致光滑的一个很简明的充要条件
,

证明了 aB an ch

空间 X 是局部一致凸的当且仅当 X 是局部接近一致凸
,

且 X 是严格凸
,

并具有 ( w M )性质
.

关锐词 接近一致凸
,

接近一致光滑
,

局部接近一致凸

分类号 0 2 2 2
.

2

文 〔1〕 引进了接近一致 凸和一致 K a d e e 一 K l e e ( U K K ) 性质
,

证明了 B a n a e h 空 l’ed X

是自反的和具有 ( U K K ) 性质当且仅当 X 是接近一致凸的
.

文 〔2〕 引进了接近一致光滑
,

并证明接近一致光滑是接近一致 凸的共扼性质
.

本文将给出 B an ac h 空间 X 是接近一致

光滑的一个很简 明的充要条件
,

并证明若 B an ac h 空间 X 是接近一致光滑的
,

且 X 是光滑

的
,

则 X 一定是强光滑的
;
还证明了 B an ac h 空间 X 是局部一致凸的当且仅当 X 是局部

接近一致凸的
,

且 X 是严格凸的
,

并具有 ( W M ) 性质
,

从而弄清了局部一致凸与局部接

近一致凸的关系
.
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` > 。

,

存在 o < 占 < 1
,

使得

x }} < 司
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对每个 t 任 〔o
,

帕 和 U ( X ) 中的每个基序列 { x
,
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·
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定义 5印 aB an hc 空间 X 称为局部接近一致凸的
,

若对任意 x 任 X
,

1}川 } 一 1
,

和

任意
。 > o ,
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则称 aB an hc 空间具有 ( W M ) 性质
·

5
.

P r u s
在 〔2〕中关于接近一致光滑的定义较为复杂

,

下面我们将给出 B an ac h 空间 X

接近一致光滑的一个很简明的充要条件
.

定理 1 若 X 是 aB an hc 空间
,

则下列条件等价
:

( 1) X 是接近一致光滑的
;

( 2 ) 对任意
。 > 0 ,

存在 0 < 云 < l
,
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’

)
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,
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(3 ) 对任意
。 > 0 ,

存在 0 < 占 < 1
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.
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则存在 。 < 子 < 1
,

使得 人 任 S ( X
`

)
,

x 任 S ( X )
,

,人 ( x ) 一 1 1 < 子 时
,

我们有
s e p (人 ) < 。 `

.

令 占 = m i n 付
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,
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,
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,
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,
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,
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,

}人 x( ) 一 11 ) 占
,
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,
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,
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,
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,
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,
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.
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,
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,
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,
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·

( 4 ) , ( 1 )
,

据〔2〕
.

( 3 )。 ( 2 ) 容易证明
.
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定理 2 若 B an ac h 空间 X 是接近一致光滑且光滑的
,

则 X 是强光滑的
.

证明 若 B an ac h 空间 X 是接近一致光滑的
,

则 X
`

是接近一致凸的
,

故 X
’

是 自反

的 ( U K K ) 空间
,

因而 X
’

具有 ( H ) 性质
,

对 x 任 S ( X )
,

f
,

任 S ( X
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)
,

人 ( x)
一

1
,

既

然 x
·

是 自反的
,

有 {人
。

) 二 {人 }
,

使人厂里; f
,

容易看 出 f ( x) 一 1
,

由于 x
·

具有 ( H )

性质
,

因此 人
。

—
f

,

因为 X 是光滑的
,

所以人—
f

,

即 X 是强光滑的
·

因为不然的话
,

则存在
` 。

> O
,

及 {人
.

} 仁 {人 }
,

使得 11人
。

一 f “ 妻 e 。 ,

而由上面的讨论可知存在子序列

沃
i ,

} 二 {f"
,

}使得 人
, ,

一 f’, 对某一 尹 任 (S X
“

)
,

f’(
` ) 一 1成立

,

由于 X 是光滑的
,

故 尹 一 f
,

但这与 11九
、

一 f ll ) ` 。

矛盾
,

这一矛盾证明 X 是强光滑的
·

由定理 2 以及凸性与光滑性的对偶特性
,

便得下面定理
.

定理 3 若 X
’

是接近一致凸且严格凸的
,

则 B an ac h 空间 X 是强光滑的
.

定理 4 若 aB an hc 空间 X 是接近一致凸且严格凸的
,

则 X
’

是强光滑的
.

文 〔4〕把接近一致凸局部化为局部接近一致凸
,

文 〔6〕中
,

证明若 X 是局部接近一致

凸的
,

则 X 具有 K ad ec 性质
.

在这里
,

我们利用 ( W M ) 性质
,

弄清 了局部一致 凸和局部

接近一致 凸的关系
.

不难证得 B an ac h 空间 X 是局部接近一致凸的
,

当且仅当下列条件成立
:

对任意 x 任

S ( X )
,

任意
￡ > o

,

存在 。 < a < l
,

使得

x
,

任 U ( X )

s e P ( x
,

) ) ￡

x
,

一 x }l ) ` }
·

}}赶 + (l 一 幻 y }1 < 占对某一 又任 (0
,

1) 及某一 y 任 co 丈x
,

} 成立
.

为了证明方便
,

我们将直接采用以上性质作为局部接近一致凸的定义来使用
.

定理 5 若 B an ac h 空间 X 是局部一致凸的
,

则 X 是局部接近一致凸的
.

由以上的局部接近一致凸的等价定义不难证得定理 5成立
,

下面将证明若 B an ac h 空

间 X 具有 ( W M ) 性质
,

且是局部接近一致凸和严格凸的
,

则 X 是局部一致凸的
.

定理 6 对于 B a
an hc 空间 X

,

下述命题等价
:

( l) X 是局部一致凸的
;

( 2) X 是局部接近一致凸的
,

且 X 是严格凸
,

并具有 ( W M ) 性质
.

证明 明显地
,

我们只须证明 (2 )冷 l( ) 成立
.

假设 X 不是局部一致凸的
,

则存在 x

任 S ( X )
,

x
,

任 S ( X ) 及
。 ` 。

> o
,

使得 1} x
二

一 x }} ) 。 , 。
且 }} ( x

,

+ x ) / 2 }}
一

1
,

由于
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,

因此有 fx 任 S ( X
“

)
,

使得 fx ( x
,

)

一
fx ( x) ~ 1

,

故若 (x
,

} 的某个

子列以 y 为极限
,

则 人 x( + 力 一 2
,

但 X 是严格凸的
,

因而我们有 x 一 y
,

所 以 {x
。

} 的

任何收敛子列必以 x 为极限
,

故 { x
”

} 不是全有界的
,

从而存在 {x
,

} 的子序列 {x
, ,

}
,

使得
s e p ( x

, .

) > “ `。

> O
,

令
` 。
一 m i n {￡

` 。 , ` ” 。

}
,

则 ` 。
> 0

,

且存在 {夕
,

} 〔 {x : } 使得
s e p 妙

。

) >

。。 ,

}} x 一 y
。

}} ) : 。 ,

且 }} ( x + y
,

) 2/ }}一
1

.

由于 X 具有 ( W M ) 性质
,

我们有 fx ( y
。

)

一
1

,

故对任意 。 < 占 < 1
,

存在 N
,

使得
n > N 时 fx ( y

,

) > 占
,

因而对任意 几任 (0
,

1 )
,

y 任 co {y
, , n ) N }

,

fx (赶 + (1 一 幻 y ) > 占
,

但这与 X 是局部接近一致凸矛盾
,

所以

B a n ac h 空间 X 是局部一致凸的
.
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一般来说
,

局部接近一致 凸空间不一定是严格凸的
,

但在 o ilr
z 函数空间 L (’ar ) 和 L益

中
,

若它是局部接近一致凸的
,

则一定是严格凸的
,

因而不难看出下列定理成立
.

定理 7 下述命题等价
:

( l) L沁
)

是局部接近一致 凸的
;

( 2 ) M ( u ) 任 △ :

且 M ( u ) 严格凸
.

定理 8 若 M ( u) 任 △ :

n 甲
2 ,

则下述命题等价
:

( 1) L介是局部接近一致凸的
;

( 2 ) M ( u ) 是严格凸的
.
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