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摘 要 本文讨论求解离子光学系统高阶轨迹方程的逐次积分方法
�

计算轨迹方程齐次 解

的积分
，
可以直接建立轨迹方程非齐次项的�矩阵与该非齐次方程的特解轨迹�矩阵的转 换

关系
。

把这个关系归结为特解生成矩阵
�

按照这种改进的理论方法
，
高阶轨迹的求解简化成

为�矩阵与�矩阵的相乘
，
�矩阵各元素间的某些相互关系亦同时被清晰显示

�

关健词 特解生成矩阵
，
�矩阵

，
离子光学系统

，
轨迹方程

，
高阶轨迹

许多离子光学系统的欧拉方程
，

都可以归结为下列的形式
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丫，
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丫一
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式中的微分是对独立变量 �弧长或方位角 �的导数
， �和�是任意粒子在该方向上相对于

参考粒子的位置偏移
，
丫和占是相应的质量分散及能量分散

，
�二
和��是反映组成系统 的

电场与磁场特性的参数
。

这是带电粒子轨迹方程的普遍形式
。

轨迹方程的高阶轨迹通常采用逐步近似的方法求出
，
己有很多具体结果发表 〔 ’� 弓〕 �

本文讨论采用齐次解积分的方法来简化求解高阶轨迹的计算
。

根据微分方程的理论
，

形式为�
护 十 ��� 二厂���的线性微分方程的非齐次特解�

，

可

似 由下列的积分求得
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了又人 ����几人 �人 一 �� �几人月， �气人 � 各��几人 �人 � 气 ‘ �
八 � �孟 。 甘泥 。 夕

若方程的非齐次项����能够记为便于积分的形式
，
则可由���式直接获得�而避开运算

繁复的待定系数的计算
，
从而求出微分方程的解

�

结合扇形重迭场中带电粒子二
、

三级轨迹的计算来叙述逐次积分方法
。

由���式引

出一个称之为特解生成矩阵的�矩阵
，
把方程���的非齐次项以�矩阵的形式给 出

，
轨

迹的求解过程可以简化为�矩阵与�矩阵的相乘
。

显示了非齐次轨迹方程特解轨迹的�矩
、
阵各元素间的相互关系

�

它适用于广泛的离子光学系统
，

丰富了象差理论的研究方法
�

本文����年 �月�� 日收到
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� 轨迹方程的�矩阵与�矩阵

在离子光学理论的计算中
，
轨迹方程���的右端可以展成幕级数的形式

，

即
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略去���式右边高于一级的各项
，
便是粒子的高斯轨迹方程

。

由于微分方程木 身 的

特性
，

高斯轨迹由二种因子与数字系数的积所组成
。

第一种因子是由粒子在入射面上的

位置
、

斜率� 。 、
�。 、 二

�
、

石和质量
、

能量分散�
、 。等决定的初条件因子

，
称为

。 因子
�

第二种因子是山弧长或方位角。 决定的路径因子
，
称为�因子

。

在逐步近似的过程 中
，

��一 ��级轨迹人入���式右边相应的各个
，
中便得到玄级近似的轨迹方程

�

由于高斯 轨

迹的上述待点
，

高阶的轨迹方程应具有以下的形式
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即轨迹方程的非齐次项必然是由数字系数����司 与上述的
� 、

��两种因子所组成
�

作 为

���式的解
，

粒子的祥及轨迹也必然是由数字系数������及
� 、

二两种 因子 所 组 成
，

即
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少�元素的今
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， 州汉子则是山 �
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二。 、 �����。
、 �
川��。 导的乘积或

乘幂作为元素的矢旦爪
。

这样
，

数字系数������和������便各自形成具有川于思列 的 两

个矩阵
，

记六�矩阵和�矩阵 〔 ” �，‘ 〕 �

轨迹方程的求解过程实质上便是由�矩阵求出�矩阵

的过程
。

� �矩阵与齐次解积分法

目前
，
�矩阵的推导通常采用待定系数法 〔‘� �〕 ，

这种计算是颇为麻烦的
�

其 实
，

把���式中的沂�尤�用���式的非齐次项代入便可得到
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式中的��和叭是轨迹方程的非齐次特解
。

由于爪矢量各元素的性质
，
���式大括号中的

积分就是把原先相应于爪的多项式重新组合成一个稍为扩展了的碗
。
的多项式

。

将其列出

可得
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上式中的各个��二��
。
�系数

，

分别衫成径向和轴向
、

各具有�行� 。
列的两个�矩 阵

。

由

于它们的引入
，

���式可以改写为

〔司
�

〔“净〔‘习
〔万今〔“净〔‘习

〔瓦〕代表￡级轨迹方程的非齐次特解
， 〔氏升七表轨迹方程的非齐次项

，

为特解生成矩阵
。

���

因而 〔乙〕矩阵 称

应当注意
，

在某些条件下
，

方程���的齐次通解中包含有高阶项
，

把这些高阶项与

〔��〕矩阵的相应元素合并
，

才得到完整的第矛级轨迹
，
即
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等号右边的第二项即是齐次解的高阶项
，
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，
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以上的讨论
，
显示了求解轨迹方程的一种改进了的方法

，

称为逐次积分方法
�

其基

本步骤是
�

首先求得形式如同���式的轨迹方程
，

导出方程的�矩阵， 把�矩阵对 应 的

叫七入���式求得扩展了的碗
。
及相应的�矩阵 ， 由���式与�� 、式算出〔考〕

，

完成 轨 迹

方程的求解
。

在本文的符号体系中
，

右下方的下标�表示近似计算的级数
，

右上角的上标� 、
夕 表
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示该量属径向或轴向
�

在泛指或不会引起混淆的场合
，
它们常被略去

�

� 扇形重迭场粒子轨迹的求解

扇形重迭场是曲线光轴离子光学系统的典型形式
�
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置
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。

�矩阵的推导

在扇形重达场中
，

带电粒子的高斯迹轨为 〔 ‘ 〕 �

�厂 一 �一
� ‘“ ·

�“
·，一 � 〔�‘ 一 �· 、�“二〕 �晋

��

宁
“
�

，， 二 �夕，。 � ��，��夕�夕
。

����

式中的下
、
占是质量分散与能量分散

。
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。

把 ����式代入 �� �式
，
便得到径向的三级特解生成矩阵 〔艺氛〕

，
如图 �所示
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这
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可从上面的结果中抽取出径向邝�二级矩阵 〔艺井〕
，

作零元素是 ��� 、 式中前半部的��个元素
。

����

如图 � ‘��所示
。
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把 ����式代入 ���式
，

便得到轴向的二级矩阵 〔乙大〕
，

如图 ����所示
�

这 个 矩

阵的��个非零元素如下
�
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��，�二 一 ��� ����

�
�

� 高阶轨迹的求解

在轨迹方程求解中要特别注意方程齐次通解的高阶项问题
�

扇形重迭场的计算采用

了无量纲的局部坐标
，

用来确定齐次通解中积分常数的初始条件为 〔 ‘ 〕

� 】。 � � 。 ， 刀 】。 � ，。

� ‘
�
。 � ��� � 。

�
� 。 ， ，‘

�
� � ��� � 。
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因此
，

轨迹力程齐次解的完整形式是
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�
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二

。 徐 � ，。
�夕 � �口

。 � � 。
口
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可见符合初条件的齐次通解中包含有二级项
�

只有把�����刃�
二和��刀

。�刃��这些项按照

���式与由 ���式求得的〔夕〕矩阵的相应元素合并
，

才能得到轨迹方程的正确的解
�

搞清齐次解高阶项以后
，

可由上节求得的�矩阵与轨迹方程相应的�矩阵求 解粒 子

的高阶轨迹
�

对于径向的二级轨迹方程
，
其非齐次项 〔口认〕矩阵如图 ��

。
�所示

，
二级轨

迹 〔应六〕如图 ��占�所示
�

�矩阵最右两列零元素是特意添加的
，
它们并不带来任何数值

上的改变
�

检验 〔吞六〕
、 〔艺六〕不。 〔国霖〕

，
即蒯暇检查图

����
、

图����和图 ����
，

从 非

零元素的分布不难看出
，
它们完全符合 ���式
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对于轴向的二级轨迹方程
，
其非齐次项 〔吞六〕矩阵及解 〔应大〕矩阵如图 �所示

，

对照

图 ����的 〔另六〕矩阵
，
它们亦完全符合 ���式

�

卜口��卜
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图 � 〔吞鑫
�和 〔泞六〕的非零元素

�

�
�
� 〔�式

〕，
�。� 〔考式〕

�、�
�

� ������。 。������。 。 � 〔口式
� 。 �� 〔应鑫〕

径向三级轨迹方程的非齐次项是一个��� ��的�矩阵
，
其解是一 个 �� � �� 的 �矩

阵 〔 ‘ 〕 ，
它们同样适从 ���式

�

因篇幅所限
，

将它们省略
�

这些事实表明
，

计及齐次解高阶项的因素
，

可以用�矩阵来求解轨迹方程
。

�
�

� �矩阵元康的计算公式

根据 ���式
，
�矩阵的每一个纵列

，

就是�矩阵与‘ 矩阵元素间的一组关系式
。

例

如
， 〔艺盖

�〕矩阵最左边的四列
，
可以写成以下的关系式
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而 〔艺六〕矩阵的最左两列可以写成以下的关系式
�

��川���二 ����犬参�‘ �
�
����一 ����兀����

�
�。 �，�

� 〔 �‘ 二
一 �尤���尤

二‘ ，口 〕‘ �。 ����，�一 �����二�，��口

��
�
����二 ������

二
����

�
��

二������
�
��

二����� ����

象这样的关系式
，

由〔艺井
�〕可列出��个

，

由〔艺言〕可列出�。个
，
由〔艺二

�〕可以列出��个 。

�们���等在文献 〔幻中对应于径向与轴向的二级轨迹
，
以及径向的三级轨迹分 别 列

出 �个
、
�个及��个这种类型的关系式

�

与我们的结果相比
，
下列 �个关系式他们并未

列入
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检查方程的非齐次项
，
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，
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，

��，�。 竹刃等项均为零
，
因而用待定系数法当然无法得到这 �个关系式

。

在考虑了齐 次

解高阶项及�矩阵零元素等因素后
，

由�矩阵列出的关系式与文献 〔幻列出的公式完全 相

符
，

与文献 〔�，
�〕的结果也 完 全相符

。

这证明了本文讨论的求解轨迹的新方法的正 确

性
。

这些从前需从繁复的计算中经细心归纳才能得到的关系式现在可以简便地
、

更加完

整地由�矩阵及���
、

���式导出
，
显示了逐次积分方法的优点

。

�
。
� �矩阵各元案间的关系

逐次积分方法的应用不仅可以简化高阶轨迹的计算
，

而且能帮助找出�矩阵各元 素

间的相互关系
。

在再次算出扇形重迭场的二级轨迹以后发现
�
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另外有��个元素可由下列的线性关系式导出� 其余的��个元素均是前述��个元素中某个

元素的简单倍数
。
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，
���，��，�

、
���，���，�

、
��占，���，�等 � 个

元素是最基本的元素
�
另外有 �个元素可由下列的线性关系式导出， 其余的��个元素均

是前 �个元素中某个元素的简单倍数
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二夕夕�

��占夕�夕，�二 ���尤��夕�占
，�。 夕，�一 〔��� 。���尤二〕夕�

�夕�‘ ，�

��丫口��，�二 ���兀参����
，�。 �，�一 〔。��兀�〕��

�夕��，� ����

此外
，

还存在着下列普遍的关系

夕万�
�
���� �

戈
�
�
��

二

�二 �

�二�
�
��

，
�� ����

二

��
�
�
�
�。 �

， 、 � ���，�夕
��

二

�� ��夕��
、
��

劣
�川�夕�，�二 �

���
�
����� ���

�
��

二���二 � ����

在径向与轴向夕矩阵之间还存在有

�������二�二 一 �“ � �，�

���� ����

三级径向�矩阵各元素间也存在着众多的这类关系式
�

上述关于�知阵一系列关系式

的意义及应用
，
是值得进一步深入研究的

�

� 结 语

���在以逐步近似法计算带电粒子高阶轨迹的过程中
，
可以采用逐次积分方法 代 替

运算较为冗繁的待定系数法
�

处理方法的简便可以减少出错
、

使计算快捷
、

也有利于使

用计算机进行计算
�

���研究与分析象差系数间的相互关系
，
历来都是颇受重视的课题终

“ 〕 �

采用逐 次

积分方法求解方程
，

有助于认识轨迹夕矩阵的结构
�

这对于离子光学的理论研究及实 际

仪器的优化设计具有一定的意义
�

���由于����
、

���、式的
�
产

、 ‘
二，的概括性

，

����
、

����式给出的�矩阵可以适用 于
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�
求解离子光学系统高阶轨迹方程的新方法 ��

峭

广泛的情况
�

也就是说
，

在计算某个离子光学系统的轨迹时
，

若推导�矩阵时得到的，劣

或��与����
、

����式相同
�

可直接引用图 �或图 ����所示的�矩阵
�

如果二
男
或二�中 出

现了新的因子
，

则应把新因子代入 ���式中计算积分
，

再用积分的结果扩展或修 改 相

应的�矩阵
�

对于新的系统
，
要特别注意轨迹方程齐次通解是否具有高阶瓦 只有仔 细

分析高阶项的具体形式
，

才能正确求得带电粒子的高阶轨迹
�

���逐次积分方法不仅适用于具有曲线光轴的扇形场
，
它是一种普遍的方法

�

例 如

对于直线光轴的离子光学系统
，

若采用文献 〔�〕的符号并且把正
、

余弦函数扩展为 双 曲

正
、

余弦函数
，

本文第 �节的讨论都能成立
�
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