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距离空间上 B
一

值测度空间的弱拓扑
’

王 汉 兴
(中山 大学数学 系

,

广州 5 1 0 2 7 5 )

摘 要 一可测空间上取值于 aB an hc 空间的测度称为 B
一

值测度
,

其全体构成一线性空间
,

简称为 B
一

值测度空间
,

本文给出了一类距离空间上 B
一

值测度空间分别为可分距离空间
、

紧

距离空间的充要条件
,

这些结果是实值测度理论中相应问题的拓广
.

关键词 测度
,

概率测度
,

B
一

值测度
,

可分空间
,

紧致空间

分类号 0 2一1
.

1

定义和记号

本文所列举的定义及命题主要来 自于文献 〔 l
,

2〕
.

恒设 甜 是一距离空间
,

其上的距

离记为 d
,

拓扑
。 一

代数记为 日一 ( 。 ) 表示 g 上的有界实值连续函数全体
,

其上赋上确界

范数 }I
·

}1
.

以
。

( 。 ) 表示 。 上一切有界一致连续 函数全体
,

它是
。

( g ) 的线性子空

间
.

又设 X 是 一可分的 B a n ac h 空间
,

其上的范数记为 }}
·

}}
:

.

以 X
.

表示 X 的对偶空

间
.

设 雪是 日上一 X 一
值测度

,

V
Z ’

任 X
’ ,

记
! `

雪 (E ) 一
x ’

(首 (E ) )
,

V E 任日
.

显然

r `

看是 日上一实值符号测度
,

事实上
,

吉是 日上的 x 一
值测度的充要条件是

:
V

x `

任 x
. ,

: `

考是一实值符号测度
.

定义 1

的
,

若
:

l ) V
x ’

2 ) 存在

设 吉是 日上的 x es

值向量测度
.

f ( 。 ) 是 日一可测实值函数
.

称 f 是 着一
可积

任 x
’ ,

f 是
: ’

考
一

可积的
·

x 的元素
:

{
。
f ( 。 )考( d 。 ) 。 x

,

使得
:

二
{
。
, (。 ) ; ( d。 ) 一

{
。

, (。 ,二 ; (d。 ,
,

V 二 任 X
` ·

收稿 日期
:

1 9 9 2
一
1 0

一
2 4

二
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贝。称
{

。

, (。 ) ; ( d。 ) 为 , 关于 ; 的积分
·

定义 2 设 考是 日上的 x 一
值测度

界的
·

N (动 称为 考的上确界
.

若 刃 (考) 一 su p l}吉 (E ) 日
二

< co
.

则称 考是有
E〔 刀

以 M 表示 日上有界 x 一
值测度全体

.

。 表示 日上全变差有限的实值符号测度全体
.

显

然
.

V 考任 M
.

二 `

任 x
’ ,

有
劣 `

考任 m
.

若 考任 M
.

那么 着是
C

(。 ) 到 x 的有界线性算子
,

同时 M 是实数域上的线性空间
,

因此 M 是有界线性算子空间 B (
c

( g ) ~ x ) 的一线性

子空间
.

定义 3 由半范族 { }
: ’

(考f) }
:

f 任
。

( g )
, x `

任 X
`

} 在 M 上引入的局部凸拓扑
了 称为 M 上的弱拓 ,卜 其中 ; , 一

丁
。
, (。 )古( d。 )

·

若序列 {考
。

} 二 M 在弱拓 ,卜 J 下收敛到

考〔 M
,

贝」称 {睿
。

} 弱收敛到 古
,

且记为 氛=> 今

显然
,

拓扑空间 ( M
,

J ) 在 。 任 M 的一邻域基为
: V f(

: , :

犷
,

气
, , :

任 I
,

7任了 ) 一

{首任 M
:

}
:

岁 (好
:

) }< 几
;

} 其中 f 任
。

(。 )
, :

厂任 X
’ ,

气
,

> 0
,

I
,

J 为任意二有限指标

集
.

下面研究拓扑空间 ( M
,

J .)

2 空间 M 的可分距离化

寻求一种能使 M 成为可分距离空间的充要条件
.

由半范族 { .

{
, (田 ) ; ( d。 , 一 , 。 ·

(“ , , 在 m 上弓,入的局部拓 `卜厂 为 饥 上的弱拓 `卜
,

它在 乡任 m 的邻域基为
:

U ( r
: , ￡

一 。 ` , 一 `、 。 m ; .

丁
,

·

(。 ) ; ( d。 ) } <
· 。 ,

玄。 ` }
·

其中 f
:

任
。

( g )
, : :

> 。
,

I 为任意有穷指标集
.

引理 1 m( r ) 为一可分距离空间的充要条件是 。 为一可分距离空间
.

艺 `

任 X
`

是 X 上的线性连续泛函
,

同时
,

亦可将
! ’

视为一 M 到 m 的线性算子
,

从

而 {
: ` : : `

任 x
’

} 是一 M 到 m 的线性算子族
,

于是由线性算子族 {:
’ : 艺 ’

任 x
’

) 在

M 上导出的拓扑 J
,

是和 M 的代数结构相容的拓扑
,

即 ( M
,

J I
) 是一线性拓扑空间

.

它

在 0任 M 的一邻域基为
:

V x(
: ` , :

任 I ) 一 {考e M
: x . ’

考任 U
, :
任川

其中 u 是 夕任 m 的任一基本邻域
,

I 是任一有穷指标集
.

引理 2 算子族 x{
` : ! ’

任 x
`

) 在 M 上导出的拓扑 J
,

即为 M 的弱拓扑 .J

证明 只要注意到 。任 m 的邻域基
,

即易知 J ,

和 J 在 口e M 有相同的邻域基
.

引理 3 设 看
,

, 任 M
,

者一 , 的充要条件是
:

V
! `

任 x
` , 艺 ’

古一
: ’

个

证明 必要性 显然
,

往证充分性
.

假设 V
艺 ’

任 X
` , 艺 `

古一
: ` 。

.

反设 唁并 。 ,

即 考一刀井 e 任 M
.

从而存在 E 任刀
,

使得

(看一 , ) (刃 ) 护夕任 x
,

由于 工 是一 B a n a e h 空间
,

它 自然是 H a u s d o r f f 的
,

由线性拓扑空

间的结果知
,

必存在
:
犷任 x

` ,

使得 x : (考一帕 (E ) 笋 0
.

即
:
: 考共

二
: 。 ,

与假设条件矛
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距离空间上 B
一

值测度空间的弱拓扑

从而 考一 今

引理 4)1设 群
, 。
任 m 若 V f 任 u ( 。 ) 有

l
, (。 ) ; ( d。 ) 一

{
, (。 )

·
(d。 )

则 群一
v

2) 设 雪任 M ;
若 V f 任 群 (。 ) 有

}
, (。 )、 d (。 ) 一

{
(。 ) : (己劝 )

则
:

看一毕

证明 l) 显然
,

应用引理 3 以及 l) 即得 2)
.

引理 5 (万
,

t, ) 是一 H a u s d o r f f 空间
·

证明 由引理 2知
,

J 即为线性算子族 x
`

所导出的拓扑
,

众所周知
,

由一线性算子

族所导出的拓扑是 H au
s d o r ff 的充要条件是零子空间的交为 { 0 }

,

从而 ( M
,

)J 为 H au
s -

d o r ff 的充要条件是
:

门 {者任M
: : `

古= 0 〔 万 } = {乡 )
.

: 件

〔 x
书

但由引理 3知上式成立
,

所以拓扑空间 ( M
,

)J 是 fL au
s
do fr f 的

·

定理 1 ( M
,

J ) 能成为一可分距离空间的充要条件是 。 为一可分的距离空间
.

证明 必要性
.

设 ( M
,

)J 是一可分距离 空间
,

令 M
;
一 { eI (。 , : 。 任 g }

,

其 中
。 任

x 为单位元
,

显然 M
:

二M
.

又令 T
: 甜~ M

,

为
:

T (动 一 eI {。 }
.

只要注意到
.

氛=> 首的

充要条件是
:

在 二 的拓 ,卜下
,

{
。
, (。 ) ;

。

( d。 ) 一
{

Q
, (。 )考( d。 )

,

v , 。 ·
(。 )

,

贝。易知 : 是 -

同胚映射
,

而 M 的拓扑子空间 M
,

当然是一可分距离空间
,

所以 g 是一可分距离空间
.

充分性
.

假设 g 是一可分距离空间
,

众所周知
,

在 g 上可以引入一与距离 d 等价的

全有界距离 d
, ,

使得 。 成为一全有界距离空间
,

从而不难知道 u ( g ) 为一可分空间
,

设

f{
:
f

Z

… } 为 u ( g ) 的一可数稠子集
.

对 任一常数
。
) }1

。
}}

、 。任 x 为单位元
,

令 M
。

一 (古e M
: N (动 毛

。
}

,

又令 T
:

M
。

~ x 帕
如下

:

v ; 。 M
。 ,

: (吉) 一

小
l

考

ded(
,

介
2

吉

ded(
,

… … )

由于 x 是可分 B an ac h 空间
.

所以 x 一仍是一可分距离空间
,

从而它的任一拓扑子空间亦

为可分的
,

因此
,

如果能证明 T 是一 M
。

到 T (M
。

) 仁 x 的
的同胚映射

,

那么 M
。 ,

就是

一可分距离空间
.

往证 T 是 一同胚映射
:

1 ) : 是 卜 1映射
:

事实上
,

假设 : (t) 一 : (n)
,

从而
拯dco( 卜灿dw(

)
, 多 -

,

.2 二 又 由于 {f
:

) 在 u ( 。 ) 中稠密
,

根据控制收敛定理立即得到
:

V f 任 u (甜 )
,

沁
d耐 一

如
d 叨 )

,

由引理 ` 知 咨一 ,
,

所以 ? 是 ` 一 ` 的
·

2 ) : 是 连续 的
:

假设 {古
。

} 二 、
。 ,

且 考
。

=> 考 。 、
。 ,

。。 v r 。 : (。 )
,

{
,

:

考
·

(d 切 ) -

)
, 古( d? )

,

特另。地
,

又寸一切
! 、 , 有

:

{
,

:

;
。

( d ? ) 一
{
,

:

考(d切 )
,

从而在 二一的积拓 ,卜下
:
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{
,

1

考
。

( d切 )
,

{
了

2
七

。

( d w )
,

… … ) 一 (

{
,

1

咨(` W ,
,

{
,

2

; ( d岔 ,
,

… , 且p T ` ;
·

,

一
T ( ; ,

,

所以 T

是连续的
.

3) T 一 ’

是连续的
:

令 {考
。

} 仁 M
。

是一任意的序列
,

且 T (氛 ) ~ T (妇
,

那么
,

V f

任乙-/ ( g ) 有

}.
{
, ;

·

( d? ) 一

{
了; ( d? ) :

、

、 :
{
( , 一 ,

·

)吉
。

( d w ) … + .{
{
( , 一 ,

`

)考(` W ) ,}
·

+ :
{
,

:

咨
·

( d w ) -

{
,

:

; ( d w ) }.
:

簇 〔 N (考) + N (省
a

)〕
·

f 一 f川 +

〔N (古) + N

.}
{
r

:

考
。

(d w ) 一

{
,

·

考(` W , ,“
·

注意到
:

考e M
。 ,

考
。

任 M cV
。 ,

有
: 。 u p (考

。

)〕 簇 Z e

于是
:

辱 .、
{
, `

。

(d w ) 一

{
, ; ( d w , ,̀

·

毛 2· ,, f 一 f
:

所以

此即

吟日
{
r ;

。

( d w ) 一

{
, ; ( d w , ,,一

O V ` 任 U `“ ,
·

,

氛=> 考
,

所以 T 一 `

是连续的
.

综上所述
,

M
。

是一可分距离空间
,

往证 M 是可分距离空间
,

实因
.

当
。 l

镇
c Z

时
,

M cl

里M 、 有 M 一
。 一 〔 }.

日
、 〕+ ,

M 二
其中 ltI

“

lxI 〕是 llle }
·

的整数部分
,

由` 的可分性知 M

是可分的
,

充分性得证
.

从上面的定理证明中
,

可以明显地看出有如下推论
.

推论 4 1) 设 M
,

是 M 的任一拓扑子空间
,

而且 M
l。 {eI 、 。 } 、 印任 g } 则 M

,

能成为

一可分距离空间的充要条件是 夕 为一可分距离空间
:

2) 空间 , 为一可分距离空间的充要条件是 g 为一可分距离空间
.

3) m 的拓扑子空间 尸 一 {几
: 久为概率测度 } 为一可分距离空间的充要条件是 g 为一

可分距离空间
.

3 空间 M 的紧致性

除了仍设 x 是可分的 B an ac h 空间
,

还假设 x

引理 6〔 , 〕
假设 g 是一紧致 的 H au

s d or ff 空间
.

T
: c

(夕 ) ~ x 是一任意的线性算子
,

则存在 ( g
,

是紧致的
.

工 是紧致的 B a n a e h 空间
,

刀) 上 x 一值向量测度 今 使得
:

定理

证明

分 B a n a e h

T r 一

{
, (。 ) ; ( d。 )

,

v f 。 ·
( 。 )

·

空间 M 是一紧距离空间的充要条件是 。 为一紧距离空间
.

充分性
.

假设 甜 是一紧距离空间
,

此时
C

( g ) 一 U

空间
.

设 { f
l ,

f
Z

· ·

一 } 是 C (甜 ) 中一可数稠集
.

少 :

M ~ X 加

( g )
,

从而
。

( g ) 是一可

令
:
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:

距离空间上 B
一

值测度空间的弱拓扑

那么由定理

为一紧空间

一闭子集
.

: (君) 一 (

{
,

1

考( d。 )
,

{
,

2

考(` 。 )
,

中的证 明知
,

T 是 M 到 T ( M )

要证 M 是一紧空间
,

只须证 T

… )
,

V 首e M
.

乞 x oo 的同胚映射
,

由 T yc h on of f 定理知 x co

( M ) 是 x ’
的一闭子空间

,

往证 T (M ) 是

设 看
.

任 M
, ;

一 1
,

.2 二
使得 T 烤

.

) ~ x(
, ,

的子列 {六
;

) 使得
:

当 ,一 co
,

日介
,

一 f 日一 .0

x Z

一 ) 任 x ` ,

V f 任
。

( g )
,

存在 { f
*

}

于是有
:

:
{
, ;

:

( d。 ) 一

{
, ;

·
(` 。 ) ,,

·

、 〔、 ( ;
:

) + , ( ;
,

) 〕 … , 一 ,
云 ,

一 {
,

* J

考
二

(d。 ) 一

{
,
七 ,

;
。

( d 。 ) …

于是有
:

开 :
扮

二

(dco 卜脉
二(dco

, }̀
·
簇 “

·

} , 一 `
。 ,

.l1

其中 八 一 Zs u p N 烤
*

) < 二
,

令 7~ oo 得
:

而 }}
{
,套

·

(d。

卜 {
, 考

,
(d · , ,,一

0

所以 v , 。 · (“ )
,

l im

{
, 首

.

( d。 ) 存在
,

令
:

: ( r ) 一 l im

{
, 考

:

( d。 ) v r 。 ·
(。 )

·

那么 L 是
。 (。 ) 到 x 的线性算子

,

由引理 6 存在唯一的 x es
值测度 雪

,

使得
:
V f 任 。 (。 )

,

L (了)

T (若)

一

{
, ;

*

(d。 )
,

特别地对 了
, , · 、 1有

:

{
了

二

吉(` 。 ) 一 L ( ,
·

卜
“ m

丁
,

:

;
。

(̀ 。 ,

一
于是

:

一 x(
1 , 二 2 ~

·

.) 所以 了 烤
:

) ~ T (妇 任刃 ( M .) 即 T ( M ) 是 X 一的一闭子集
,

充分性得证
.

必要性
:

假设 M 是一紧距离空间
,

不妨取定
x
: 任 x

’ ,

且
:
: (

。
)

为 M 到 m 的线性算子
,

由引理 2 知
, :

O’ 是一连续性性算子
.

因此
z

〔 M } 仁m
,

是 m 的一相对紧子集
,

又由 凌eI {。 } : 。 任 g } 二 M 知
,

一 1
.

而将
x

: 视

( M ) 一 {
x
: 氛 考

{ I 一
。 一: 。 任 。 }

( M ) 但是 { I {。 ) : 。 任 g } 是 m 的一闭子集
,

故为一紧集
,

同时
,

甜 又同胚于 {I 、 、

g }
,

所 以 甜 是一紧距离空间
.

仁
x
:

: 。 任
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e o r e m l a n d t h

e o r e m 2
.

S im i l a r r e -

s u l t s a b o u t P r o b a b i l i t y m e a u r e s a r e t h u s g e n e r a l i z e d
·

K e y w o r d s P r o b a b i t y m e a s u r e s , v e e t o r m e a s u r e s , s e P e r a b l e s P a e e s , e o m P a c t s P a c e s

叙 o e p a r t m a n t o f M a th e m a t i e s ,

z h o n s s h a n u n i v e r s i t y y ,

G u a n g z h o u 5 1 0 2 7 5


