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解双调和问题的基于A d i in 元的

广义差分法

陈 仲 英

( 中山大学计葬机科学系 )

摘 要 提出一种求解双调和问题的基于人 id iu 元的非协调广义差分法
,

作出误差估计
,

并

给出数值例子
,

数值效果良好
。

关健词 双调和问题
,

A d i in 元
,

广义差分法

1 广义差分格式

考虑双调和算子的D iir
o hl e t问题

:

`刁
, u 二厂

,

1
。 二 ~

鱼生
气
一

口梦

在 g 内

== 0
,

在口习上
( 1 )

其中。 具有 L i p s 。 ” : t : 一连续边界” 的平面有界区域
,

资
为外法向导算子

,

、
:
(“ )

.

在 g 上作剖 分 a ,

把 g 分割成有限个具有 LI sP
o ih tz 一

连续边界
、

内部非空且相互间

无公共内点的闭子集之和
.

集S a( 口) = {。尸 ( Q ) ; 。 !
。

。 P
, ,
犷K o

a} 为相应于剖分口的 分片

线性函数类
。

任取二 Sa( g )
,

乘以方程两边
,

再在 g 上积分
,

然后在每个 K上应 用 G r e e n

公式
,

得到问题 ( i )的如下变分形式
:

求 。 eH若( g ) 门H
`

(甜 )使

a a
(
u , 。

) = ( f
, v

)
,

犷。 。 S a
( g )

, a 。 { a } ( 2 )

其中
a 。

(
“ , 。 ) 二【。 : u v d x d , = 习 f (擎

。 一 乙:

粤
+

典 粤
一

典
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. , 、 , , , 。 二。
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二 。 , ” 二 , _ ` , 、 J .

“ _ 一 ,
.

~ , _ ,

~ 二
. 。 ,

, ~ 一
, ,

,
_

,
_

, _ , `

一
,

~
、 ,

一

荟
一
和釜分别为沿 K 的边界口K 的外法向导算子和 切向导算子

, v
在口K上的值理解为川

。

口v
’ ` ” a r 八

子

月 / J ’ 只 一 川 ~
7 ’

一 因
z ` ’ “ `

,
’ J

~
J ” ”

~
`
,

’ “
刀

一 J ’ 一

脚
一 ` -

一司 璐 ~
` .甲月

“ ’

ar

在口K上的连续延拓
.

由口葱万
二 尸 ( g )可知 ( 1 )

、

( 2 ) 还是等价的
.

假设闭区域 g的所有边分别平行于某一坐标轴
,

从而可用 A id 川矩形作出的剖分 T h及
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盖厅
.

以 h表示最大的单元直径
.

矩形的顶点称为节点
,

全体节点组成的集 合 记为城
.

试探函数空间 U h取为A id in 矩形的有限元空间
,

其函数 hu 在 任一 边 界节 点P
。

上 满 足

: h ( P
。

) =
口, ; ( P

。

) _ 口u h ( P
。
) _

口
x

一
a , -

在每个矩形单元内作对边中点连线
,

所有矩形的对边中点连线把 g 重新分割成另一

些小矩形或小多边形之和
.

每个 T h的节点 0P 都有一个围绕它的小矩形 (对于边界节点也可

能是小多边形 )
,

称之为对偶单元
,

记为 K丸( 图 1 )
.

所有

对偶单元构成厅的 对 偶 剖 分
,

记为 T贯
.

检验函数空 间v 。

取为 相 应于 T丈的分片线性函数空间
,

相应于 T 、 的 每 个 节

点 P
。

(
x 。 , 万。

)有 3 个基 函数
:

` 1

梦声尝
,
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1
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图 1

p 丁 K戈
, F `g

·

对偶单元
D u a l e l e m n e t

劣 一 劣。 ,

梦七
,
( p ) =

弓
【 0

p ` K戈
,

p百砍
,

F 一 夕
。 ,

梦考
’
(R ) {

p ` K戈
,

尸 ; K丸
.

。 h o V h在边界节点 P 。
上也满 足 v 人( P

。

)
_ 口。 。 ( P

。
) _ 日刀 ; ( P

。
) _

口x 口g

基于变分形式 ( 2 )
,

定义求解问题 ( 1 ) 的广义差分格式为
:

求蛛
。U h

,

a h (
。几, v h ) = ( f

, v h )
,

犷v h o V h

其中 ( 用才表示单元 K 的顶点组成的集合 )
,

a * (
。 、 , v * ) = 习 I : (

: 、 , 。 h )
“ T h

使得

( 3 )

( 4 )

, : (
· 。 ,

一卜孟几
; : 。 : 了口乙

。 *
,二 ,

. , .

口口* 上 口Z o h 口v 。 口
Z o h J 口h 、 月

。

t 一万刃厂 U 九一 目 “ 八 一飞不万- 「 一万二不, 一万二一 一 5 二五二 一下二一
.

. u J

、 U y U 下 U l 一 U 7 口 F口 不 U T I

通过计算 I : ( u h ,
梦少{

,
) ( l

= o , 1

( 5 )

2 )可得单元矩阵
,

再叠加合成总体矩 阵
,

就得

到离散问题的代数方程组
.

由于所计算的只是一些积分路径与坐标轴平行的 线 积 分
,

且检验函数空间的基函 数梦打
, 极其 简单

,
I ;
中许多项为零

,

非零项的 计 算 也 相当简

便
,

因而比之非协调有限元方法
,

更具单元矩阵计算的简洁性
.

2 误差分析

任取一矩形单元 K盯。 ,

设其顶点为尸。 ( x , , g 二 ) (m ” i
,

了
,
庵

,

l)
,

各边中点为M ij
,
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M i掩
,

M , z , M zi ,

重 心 为Q ( 图 2 ( a ) )
,

面 积 为 S`
.

记 刁x =
IP `P s }

,
J . 二 }P `P ` }

,

4: = (刁 , /刁x )
全 .

令

若= x( 一 ix ) /刁x , 叮=

矩形K变为单位正方形盆 = 〔 。 , 1 ,

O
,

… ( 图 2 (`) )
.

(升一 , i ) /刁, ,

o
, z 〕

,

相应各点尸 i ,

材 ` s ,

Q
, … 映 为 P`

,

右 ` i
,

林社 色( O
, ’ ) 凡( ,

. ’ )

竹 1土 H Jk

P l

一 吸 J 勺 色( o
, “ )

。。

亡亡

食食食

(a )
,

,

图 2 矩形单元K 和参考元才

F 19
.

2 R e e t a n g u l a r e l e m e n t K a n d r e f e r e n e e

(b )

f i n i t e e l e m e n t 才

在U `空间引进一个范数
。

令

一u ;一、 == ( 习牛
。` (

u 、 )
r。` (、 ) ) “

’

K ` T五 0 1
( 6 )

其中 6` (。 )
二

(
。 ` 一 ” , + ” “ 一 ” ` ,

(旦生 \
、 口去 I

.

+ 口 1一 。 k s

招
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(斋 )
,

一
,

,
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,
,
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。 ,

+ U j 一 v k ,

儿

(会)
: + 。 :一。 ,

(会)
` + · `
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〕
r

( 记号
· ` 二 · `p ` ,

,

余类推 ,
·

七ó口口口

定理 1 设剖分 T h是正则的
:

存在 ;
。
> o使 *

。
《 * : 《 石

’

( K o T h )
,

则 }}
:

洲* 与如下

范数

,· “ `:
, “ 二

(
:

只`· , ,:
, :

)
’ ` ’

等价
,
即存在与子空间U h无关的常数 c ; ,

几 > 。使
e :
}1
: 、 }1` 《 !

u ` !
: , ` 《 e :

】l
u ; {】`

,

犷u 、。U几

证明 只需证明存在与u h和 K无关的常 数
:

f ` > o 使得
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了
“ ` (
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寸
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七
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斋
,

努
表“ “ ’ ” ” ” 乘积的形式
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,
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,

d Z“ 几

口x 口夕

_ i 口2“ 五 -

刁x 刁g

1 口里u几

口省口叮
1

刁x 刁习
(省

, , : “ ,

杏
, , ,
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(
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,

日2。几 _

口夕, 刁夕1 口夕:

1
,

“
. 、

,
. ,

二
目

刁面
了 “ 刀’ ` ’ 刀’ 工 j 行 , o ` 、 “ h , ’

计算易得
!
· 。 ,:

, ` =

J
、

陆 (鲁) 与为沪 (鲁)
’ ·

命 (豁)
`

〕
` ·“ , `“ ` ,

=

金
“ · `· 。 , TG丁 d`· “ `· D

。 , ” 1 ,

几妥
` D 。

)` 占
:
( , 。 ) ( 1 0 )

其中

容易验证D
。 ,

成立
。

证毕
。

D
。 ==

J
、 ( : , ,

:
, , ,

1 ) ( : 。
,

。
, , , ` ,

·
` “` , ,

D ! 二

贾
、 :̀

: , , 2 ,

“
, 。 , ` ) :̀

: , , : ,

:
, , ,

, )
·` : ` 。

,
G一【

G百G“ G

习
·

D 、
为正定矩阵

,
G为高矩阵 ( 满列秩 )

,

再注意正则性条件可知 ( 9 ) 式

定义空间U `到V跪的插值算子 r 尔

; 脚、
` u ; ,

r *? 。 = :
.

〔
切。 ( ,

。

) , ,:
)

沪望劣立叹
) +

煞黔 “
小

` 1 ,

P o` g

定理 2 设剖分 Th满足
号

、 `· 、
号( K o T , )

,

则双线性形 式
,

a 、 `。 、
,

r 、功 、 )是一致

U h一椭圆的
:

存在与子空间U h无关的常数 a > 0 使得

a ; (
“ 。 ,

r 、 : , ) , a l
“ ; }:

,
,

,

办。` U 、

证明 计算 I ` ( hu
,

r h ub )并写成如下对称形式

( 1 2 )

”
、

1
I 盆气忍人一 l 几忍人) =

~二下 , 一 O ` 气封 h )
一

点皿O ` LU凡)
七O K

( 1 3 )

其中A l
为如下对称矩阵

:

( 下面用久简记久
: ,

并记拼 = 久
一 ’

)

1 6 一 4 一 2 一 几一 2 久+ 2 久+ 2 一 2 一 拌

1 2人+ 3 6几一 1 2人+ 1 4几一 3 2几+ 4 + 2料

1 2几+ 3 4几一 3 2义+ 1 2丸+ 2 一 拌

1 2人+ 3 6几一 1 几+ 拜

1 2几+ 3 4 一 2 一 2拼

3 + 1 2拼

2 + 邵 2 + 产

一 2兔一 2 + 邵 久+ 拜

一 2几一 4 一 2拼 几一 2 一 2召

, 几+ 2 + 2拼 2人+ 4 + 2拜

一 4 一 产 2几+ 2一 召

~ 3 + 4拼 1 + 2拼

3 + 1 2尸 一 1 + 6产

3 + 1 2拌

一 2 一 “ 、
一 ; + 2 + “ “

}
一 “ 一 “

…
一 “几一 “ + “

{
一 “ 孟一 ` 一 “ “

{
一 ` 十 6拼

{
1 + “户

{
一 3 小 4”

}
3 + 1 2拌夕

厂l
几

l

lJ
.ee1
.

1
`
11,t、
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令
又

: = A
:
}*
二 :

=

{州门
, 。 : =

介
一

缸 }
、 , : : , : Z

J }。 z
)

作合同变换 B` = O百A
K
O

: .

再令

óUr`

l
` 6

旦几 1 1
`

刀` ” 刀`
! ,
一 ` “

!
”
叮
孟昌

李
“ ,

卜 Q: ”

}
”

` 0 B s: B s 3
) ` o

O

一 左讨力: :

I

(此处力认存在 )
,

C ; =

容易计算并估得

对 B `
作合同变换得

Q互B
·
Q: = Q ; Q钾

·
Q工Q之 =

〔
c ` ,

〕 ( 1 4 )

C: : 一 艺】C .l j卜 6
。

8 3 6 3 A+ 2 3
.
1 6 3 6一 4孟一 ` ) 2 1

.

7 2
,

j
价 !

C i了一 习 IC ` 1 1夯 5
。

2 9 8 9孟+ 4
。

3 3 8 6 一 4
.

8 1 2 5几一 , 一 0
.

0 5 ) 0
.

6 5 2 4 ( i = 2
,
3

,
4

,
5 )

,

j
硒 i

C `了一 习 !C i s ! ) 5
。

7 0 5 5 , + o
。

2 4 4 6 一 2
.

峨4 8 9; 一
’ 一 0

.

0 5 ) 0
.

3 2 5 2 ( I’ == 6
, 7 ,

s
, 。 )

.

j 呐 `

由 G
e r s e h g o r i n定理知 C :

的最小特征值 ) 0
.

3 2 5 2
.

这样
,

由 ( 1 3 )
,

( 2 4 )知有常数
a 尸 > o使得

: :
(
: 。 ,

r ; : , ) ) 处琴丝。 ;

(
。 : )

r
(Q: ` o : `

)
T
(口几

, o : `
)。

;
(
。 ; )

6 O K

。 I

) 令占
:
(
“ 、 )

丁
占x

(
“ * )

,
v “ 。` U ,

·

. K

丫

再由 ( 6、和定理 1知结论成立
.

证毕
.

离散伺题 ( 3 )的解的存在性和和唯一性由定理 2 即得
.

为进行误差估计
,

引进双线性插值算子效*
:

V 兀。 T 。
, 阴 : 。 U *

,
A h o h ( p

。

) = 。 h ( p
。

) ( p
。 。
盆 )

,
刁、脚。 I

: 。Q :
( K )

.

引理 1 对任意口砖 U h ,

在每个K o T 。上
,

!厂。切 ; 一 A 、功 * ! ( C h l功 h !
: , ;

晶
( r 、 ? 。一 “ ”功 “ , ’

,
a

,
”

, 、 , _ 。 . ,

丙 L上 h功 h 一 刀 hw h , l乓` l功 h ! ” `

( 1 5 )

( 1 6 )

其中 C为与子空间 U h和单元 K无关的常数
。

证明 设 K为图 2 (
a
)所示矩形 P` P j P、 P r

.

在 K 份
,

门K 上
,

才 书

r 。山。 一 , *功 、 二

(
`
留

)` + 功̀。 )` 一 `。 、 , , )“
+

〔(
豁

)` + (叨 。 )` 一 (切 、 ) ,〕
。

+

〔
二̀ 、 ) ` 一 。̀ * ) , + (功 、 )* 一 切̀。 ) ,

)
。, ,

禽
由上式并注意 (9) 式可知结论成立

。

证毕
。
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下面以
:
林己广义差分格式 ( 3 )的解

,

作误差估计
。

定理 3

` _ ` _ _ .

_ … 石 2 _ ,
一 3

1

设剖分 T h满足百乓
几` 、 百 、

K o T小 问题 ( i )的弱解
: 。 H ,

(。 ) n H : ( g )
,

则

}
“ 一 。 h }

: , h续 C h ( l
:
l
: + h } f l

。
)

其中C是与子空间U h无关的常数
.

( 1 7 )

证明 设 H h为U h 一插值算子
。

记切 h = : 、 一 H。“ U ;
.

由一致椭圆性 ( 1 2 )和广义 差分

问题 ( 3 )
,

a
}
u 、 一 H 、 : 1泛

,

( a 。 (
: 。 一 刀* : ,

r 。 (
u ; 一 H 。: ) )

. , n

= ( f
,
厂 ,切 h 一 才h切 h ) + ( f

,
A。。 * ) 一 a h (H。。 ,

厂h。 * ) ( 2 5 )

因: 。H .
( g )

,

故刁
2。 。

H
一 ,

( g )
.

据弱解的意义和 G
r e e n

公式
,

对任意
v 。才 ( g ) 〔

2 ’ . 〕 ( 从而

对 任 。 == 效; , * 。万 ; ( g ) )
,

( ,
, ·

) 二 ( “
: · , · ) == 一

l
。 : “ :

·

。· `· ` ;
( 19 )

在每个K
. o T h .

上用 G r e e n
公式

,

注意 r h o h !
: 一。 p :

( K
.
)

,

习
盆 . 。 : . 儿上

· 。`二厂r “ uJ “` · ` ’ ”

习
I ,e 伟 . 工

` ·刁“

魏黔
d`

( 2 0 )

由 ( 4 )式
,

· 、 “̀ 、一 r 、切 、 , ==

晨 .-P 丁
。`

: 。
: `

黔
r 。。 , 一 ` H。·

尹石几

J r 人叨 h

口v

沪坦擎
~

日今
tD 、 _

d丁
`

d夕 黔粤
, `

:

( 2 1 )

在每一 K门 K . ,
(K

` T 。
,
P e K )上用 G r e e n

公式有
:

f ` _

里竺匹
、
里竺

J口(
K n `

梦)
、

口: , 口v
’

a v J : 鬓
) d

万

r ` ,
az 仁 全竺

-

一竺竺 翌竺
J

: 门`
了

、 “

孤汐石 口x 口y 一 o x 恶 口g 名
乡Zu 口! 刀 口Zu 口2。 口Zu

一

矿
J Z口

、 , ,

不厂了 ) Q x q g
-

a X .

取
v = r 人, 狈 J上式右端为零

,

从而

: .

三
。

J
。 : · 口

Z u 口厂人切人

刁丁 2 口v

_ 旦l竺
-

旦二五望互 ) ds
口少口丁 d 丁

= 习
K ` T h

J
。 `

(
一

癸夕

镖
·

斋粤
五 ’ `一

`

。

上式最后的等式是因为被积函数的连续性和边界条件使得不论K 的边界是相邻元素的 公

共边还是口g 的一部分
,

线积分的贡献为零
。

联合 ( 18 ) ~ ( 2 2 )得到

E卢(
u ,“ “ )艺心

4

习ōa
!
。 。一 H o u

! ;
,

。 ( ( r
,
r 。、 、 二 A。口 。 ) + ( 2 3 )
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其中

“ f`一
’ “

层I
: 。 :

: 夕“ 二夕 厂̀几切几一 ’ 人? ` ’ d· `夕 ,

“ : `
“ , ’ 几” ,

聂J
。:

: 。
: 一

黔
厂几一 d￡

,

: 万(
u , 。 , ) == 习

.

「 r
一 刁(: 一 : *。 ) +

’
p ` K J 口` . n ` 、

P

口2
(
u 一 H h。 )
口r :

、口厂`功人
,

l
,

一一获一
叫

一 Q 万 -

户 o y

: : (
· , 。 *卜

,

聂J
。·

: 。
· _ “ 2

(气
一

尹
“ u

)妈弊
d :

.

a 梦a T U T

现在逐项进行估计
。

据 C a u e h y不等式和引理 l (一5 )
,

( 1 6 )式
,

}( f
,
厂h切。 一 A。。 , ) } ( }f !

。

( 习
K〔 T

h

!厂。口、 一通、切 * !
名 d x d g ) “

2

K

.

1
.

日刁H几.

口梦

( C h Z
I f ,

。
l山人!

: , 入

IE气(
“ , , 。 ) l《 c h l

“
l
: , :

l , 。 1
2 , `

.
, , 、

一 「 a乙n hu , ,
_ .

… _ 月
.

~ 二 、 J ,

E笠(
“ , , “ ) == .

鼓 }二
_ 一 止盲扩匕 气” `切 h 一 刀 h切 h , “ , ·

p ` K 沙 口: . n ` “ r

,

用 ( 15) 式有

( 2 4 )

( 25 )

,“ 互̀
“ , , “ , ’ ` 忍 ( J

。 :

: 。 :
, ; !

: ` : )
, `:

(
丁a

: . n ;
I r 。切。一 A*。 、 }

, d s )
, l ,

` c ” 3 `: ,。 、 ,
: , ·

忍`
J
。·

: 。 ·
,甲 ,

’ ` :
,
’ ` ’

见笋虑记易考

J
。!

: 。 ·
,甲 ,

’ ` : =

工
` ,。 ,; ,

’ “ ·

I
二 ,` ,甲 ,

’ ` : ·

在M,.j 。上 ; =

缨
吐只含变: ;而与变量 : 无关

、
从而

J
· ` ,口 ,甲 ,

’ ` : =

佘 J
·

: 。 ·

}绍笋!
’ ` · ` , ` c ”一 ,

·
,
: : ,

一

在口“ ,`上 , = 旦

黔
不含变量 ,从而也有相同的估计式

·

这样 由` 2 6 ,式就得到

: 乏(
· , ? 。 )

}
、 c ” ,

·
,
3 , ·

,切 、 ,
: , ·

( 2 6 )

( 2 7 )

对 E二(
“ , , , ) 类似也有

: 百(
。 ,功 、 ) 二 习

_

{ 「
一 乙 (

: 一 H。 :
) 理澳典

五业1退住典尸四
d :

.

D` 护 J 口 。 . 八
。 、 以 乙 尹 U F

L, ` r 1 1 “
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记 , == 一 “ (一 H* 。

卜进留
“刃

,
:

; = 。、
井

n :
,

用 ( 1 6 )式有

}E J(
: , 。 * ) I` 刃

P C 诊
J

: ,

,̀ ,
’ d` ,

! 了: (
丁

: ,

}哑箭
儿幼“ ) !

’ d￡ )
! , 2

` “ 为`” ” , “ ’ !
, ·

孔 ( J
:

,̀ }
’ ` ,

,
’ ` ’

在变换 x(
,

刃一信
,

叻之下
,

单元 K变为参考元才
,

功( x , , )
.

在此变直替换下
,

P

K上函数功变为才上函数 &(̂ 若
, : )

二

’

仁一, I
:
d
: 、 *

【
,

I苏一d ;
护 一 r 砂

勺

据迹定理可知存在常数C ( 与 K无关 ) 使
r 六 八 入 ,

l
。

1功1
名
d s ( C !1价1}

一
:

,
今

二 , 压

据价和功之间的 S o b ol e v

半范数的关系 〔 , 〕有常数 C使得
八 A

l劝l
,

簇C h
一 ’

l叻l
。 , , ,

,价 [
入

《 C }价!
: , `

1 , 臼

由 ( 2 9 )~ ( 3 1 )得

( (
_

r , !
: d:

丫
` ’ 、 c 、 ! / 2 ( ;一 ,一

。 , : + 一,一
, ·
) 、 c ” , `’ l“ }

3 , :

、 J
助

( 3 2 )

由 ( 2 8 )
,

( 3 2 )就有

l刀誉(
: , 田 h ) !《 e * 卜 I

。 , :
I切。 I

: , :

同样可证

一E二(
: , 叨。 ) I、 C ” l

:
!
。 , :

l切 、 1
2 , :

由 ( 2 3 )~ ( 2 5 )
,

( 2了)
,

( 3 3 、
,

( 3 4 )就得到

I
“ 、 一 H 。“ 1

2 , 11 ( C h ( !
u
l
。 + 乓1f l

。

)
.

再用标准估计式 !
: 一 H砂 !

: ,
h ( C h !

:
}
3 ,

就得到 ( 17) 式
.

证毕
。

( 5 5 )

3 数值试验

用本文格式 ( 3 )解下列双调和问题
:

{
刁Zu 二 16 e o s Z x e o s Z鲜一 4 e o s Zx 一 4 e o s Z夕 ,

在 g 中

日u _

一
, 。 ,

二
.

二一 = U ,

仕 O 。`工
O 梦

( 3 5 )

其中 g 二 (O
, 二 ) x ( O

,

劝
。

1 4 .

将。划分成边长为人
= ” / 16 的正方形网格

,

用格式 ( 3 )得出离散方程
,

再用 eS i d
“ 1迭
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代法解所得代数方程组
,

所得数值结果与精确解
: 二 s in

Z x s in
Zg进行比 较 ( 表 1 )

,

其

中 ix = 行 / 8
,

脚 二 j二 / 8
.

由表 l 可见
,

函数值的相对误差小于。
.

5肠
。

表 1 数值结果表
’

T a b
。

1 N u m e r i e a l R e s u l t s

、 .产、
.
少

又 1 ,

y l

y 2

x i ,

y 3

)

x : , y ; )
、 .户、 .,声、 .产、.户`

盆 2 5
y Z

了几
、/.龟.矛.飞、汀矛恤、声性口、

( x Z , y 3

了̀性.

了.
、 J

`
、 J

`
、

甚

X Z一 y -

X 3 ,

y
3

二 3 ,

y 一)
x ; , y 一)

0
。

02 135

0
。

0 7 28 9

0
。

1 24 48

0
。

14 58 7

0
。

24 9 24

O
。
4 2 58 3

0
。

49 9 01

0
。

72 76 4

0
。
8 52 72

0
。

99 93 2

一 0
。

00 0 10

一 0
。

0 0 033

一 0
。
0 0 05 1

一 0
。

0 0 05 8

~ 0
。

0 0 07 6

一 0
。

0 0 0 95

一 0
。

0 0 09 9

一 0
。
0 00 91

一 0
。

00 0 83

一 0
。

00 0 68

0
。

10 30 6

0
。

35 23 2

0
。

60 18 8

0
。

705 2 9

0
。

4 99 2 3

0
。
8 53 14

0
。

9 99 83

0
。
6 0 3 91

0
。

70 7 74

一 0
。

00 00 2

一 O
。

0 00 4 9

一 0
。

00 1 2 3

0
。

0 01 68

一 0
。

0 0 18 1

一 0
。

0 00 7 7

一 0
。

0 00 4 1

一 0
。

0 00 1 7

0
。

0 003 6

0
。

00 06 3

一 0
。

0 00 02

0
。
1 0 30 6

0
。

145 8 9

0
.

1 0 32 6

一 0
。

0 0 0 0 1

0
。

4 99 2 1

0
。

3 53 3 4

一 0
。

00 00 4

0
。

60 38 7

一 0
。

0 0 00 6

一 0
.

0 00 06

·
0

。

0 00 69

一 0
。
0 00 5 6

一 0
。

00 07 9

一 0
。

0 00 0 1

一 0
。

000 7 9

一 0
。

00 02 2

一 0
。

00 00 4

0
。
0 0 0 3 2

一 0
。

00 00 6

一 0
。

0 000 6
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