
川

第 zs 卷 第 3期
1 9 9 3年

中山大学学报 ( 自然科学版 )

人 C T人 S C IE N T IA R U M N A T U R A L IU M

U N IV E R S IT A T IS S U N Y A T S E N I

V o l
.

3 2 掩
。

3

1 9 9 3

流动稳定性O一方程的
C H E B Y S H E V 多项式方法

’

田 川 张涤明

( 中山 大学应 用力学与工程系 )

丫

摘 要 对。
一

S方程 C h e b y s h e , 多项式展开法数值求解进行了某些修正
,

并同其它几种求

解流动稳定性 0
一

S方程的数值方法进行了比较
.

结果表明
,

应用 C五e b y s h e v 多项式展开法

在计算结果精度方面有很大的优越性
。

关词盆 流动稳定性
,

O
一

S方程
.

数值方法

对于平面 P o i s e u i l l e流的流动稳定性 0 一
S 方程 的 求 解

,

T H O M A S ( ` ’
( 1 9 5 3 ) 用

四阶差分系统代替四阶微分方程的有限差分 法
,

其截断误差包含八阶导数
,

故需一较大

的计算区间方可克服
,

因而对雷诺数引起的误差指数增长的控制效果有限
, 周 恒 等

( ` ’

( 1 9 8 2 ) 认为 N u m e or
v
差分法是一种较好的方法

,

但其结果的精度依赖于参数的选取 ,

张涤明等
` ’

( 1 9 8 7 ) 用差分坐标变换法得到了好的效果
,

但却限制雷诺数不超过 5 0 0 0
。

总之
,

上述方法均受到两方面的限制
:
雷诺数不能很大

,

方法不能广泛适用
.

D A V E Y 〔’ 〕

( 1 9 7 3 ) 的打靶法 ( 完全正交化方法 )
,

虽可用到雷诺数很大的情况
,

而 且 可 较 普遍

地适用于高阶线性常微分方程的本征值问题
,

但有识算总体传递矩阵带来的缺点
,

而且

不适于计算本征函数
,
张涤明等

’ )
( 1 9 8 9 ) 的改进型完全正交化方法有效 地解决了这两

个问题
,

但仍要计算每节内分点间的传递矩阵
,

故仍有误差积累
。

目前
,

关于N 一 S方程直接数值模拟用得最多的方法是谱方法
,

其优点体现在两个方

面
:

①精度高
.

因为在理论上一个无穷可微的周期函数的第K项 F o u R I E R系数比 K 的

任何负幕次方都衰减得快
.

②有准确的空间微分
.

因为对空间坐标的微分可在谱空间中

的解析方式准确地求得
,

因而不存在数值粘性
.

据此
,

对二维扰动速度O 一 S方程
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导求如下形式的解
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。
( g ) == 习

a ,
T

。

(万)
月 . 0

这里 T 。
( g )为 C H E B Y S H E V多项式

。

将 ( 2 )式代入 ( 1 )式
,

按 C H E B Y S H E V多项式展开 ( 1 )的左边
,

由方程中

的系数为零可得一系列方程
,

具体方法如下
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T
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丫

一 l 气x ) =
T ,

( x ) ZT
。

( x )
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月 < 0

月 == 0

. > 0
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,
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由递归关系式

Zx T。
( x ) == C

o
T

。 , :
( x ) + d卜 : T

。 一 :
( x )

.’. 2封 ”
( y )的

,
阶 C H E B Y S H E V系数为

C
。 _ x。 。 _ 一+ a 。 + :

4窗, “ ( , )的
。
阶 C H E B Y S H E y系数为

C
n一 : a卜 : + ( C

。 + C卜 :
)。

。 + a ft , :

综合 ( A S ) ~ ( A s )
,

及云 = i 一 夕2 ,

将 ( 2 )式代入 ( 1 )式后可得
:
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边条件为

习 a 。 = o
,

. 二 O ( m o d Z )

习 : Z a 。 == o
” 一 O

n = o ( m o
d
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这里对边条件的取舍已考虑到只有对称的特征值才可能出现不稳定性这一点
。

选 , = ZM
,

于是共有 M + 1个未知数
a Z”

(
n = o , 1 ,

… , M )
.

将 N == o
,

1
,

2
,

…
,

M代

入 ( 3 )
、

( 4 )
,

可得到M + 3个方程
,

为克服这一矛盾我们采用 L A N C Z O 〔勺中所述
:

方

法
,

将此方法推广应用于本问题
,

对 ( 3 )式只代入
n 二 o ,

2
, 4 ,

…
,

M 一 4
,

这样再加上

两个边条件就只有万 + 1个方程
,

也就是说高阶的频率的特征不是由方程 ( 3 )而是 由 边

条件 ( 4 )决定的
,

此时方程 ( 1 )右端可看作非零
,

而 是 肠
一 ZT卜 :

( y ) + r o
T

。

( , ) + 玩
+ :

·

T , :
(万 )

,

参数介
一 : , : ” , : 。 十 2

由几
。

来决定
,

接下来用Q R矩阵法求特征值
.

由计算结果可见 ( 表 1 )
,

特征值精确度很高
,

对弱不稳定的计算区域的计算可由

极不稳定的计算区域来决定
.

O R S z A G 〔` 〕曾用 C O N T R O L D A T A 6 6。。计算机
,

其结

果有如下的缺点
: 因决定特征值的计算数达到矿

,

故至少必须给 C D 6 6 0 0预订储存正比

于矛
,

实际用的是沪
。

本工作用 F O R T R A N语言在 F A C O M 一 3 40 机上进行 运 算
,

克 服

了存储问题
,

可选对 十 1为任何值
,

直到得出久的值
,

又节约了 C P U时间
。
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表 1 部 分 结 果 展 示 (
a == 1

,
R = 1 0 0 0 0 )

T a b
.

1 P a r t s o f r e s u l t ,

C五e b y s h e丫多项式

M + 1

C P U时 l’de

( : e e o n d )

特征值 ( r o u n d o f f之 1 0
一

14 )

A

0
。

2 7

0
。

3 3

0
。

3 9

O
。

4 7

0
。

6 6

0
。

8 9

1
。

3 4

1
。

6 5

1
。

77

1
。

9 2

2
。

4 3

2
。

5 5

2
。

6 8

3
。

1 1

4
。

0 6

0
.

2 3 7 1 5 6 7 8 + 0
.

00 4 9 333 3 1

0
。

2 3 6 1 8 2 1 4 + 0
。

0 0 3 7 6 6 62 1

0
.

2 3 5 3 1 3 0 1 + 0
.

0 03 6 5 5 3 8 1

0
。

2 3 8 9 12 0 6 + 0
。

0 0 3 7 5 3 7 4 1

0
。

2 3 7 7 2 6 3 7 + O
。

0 0 37 5 0 5 9 1

0
。

2 3 9 6 9 9 0 5 + 0
。

0 0 374 0 6 3 1

0
。

2 3 6 4 7 7 7 7 + O
。

0 0 3 7 4 0 1 2 1

0
。

2 3 74 6 3 3 3 + 0
。

0 0 37 3 9 1 4 1

0
。

2 3 5 38 2 4 3 + 0
。

0 0 3了3 9 0 3 1

0
。

2 3 6 2 5 5 3 6 + 0
。

0 0 3 7 38 0 6 1

0
。

2 37 4 9 4 2 9 + 0
。

003 7 3 80 7 1

0
。

2 3 7 5 2 6 3 8 + 0
。

0 0 3 7 3 8 6 2 1

O
。

2 3 7 5 2 6 6 6 + 0
.

0 0 3 7 3 9 6 7 1

O
。

2 3 7 5 2 6 4 9 + 0
.

00 3 7 3 9 6 7 1

0
。

2 3 7 5 2 6 4 9 + 0
。

0 0 3 7 3 9 6 7 1
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