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散乱点二元多项式自然样条的

极小性质与定义区域
`

关展泰
(中山大学计葬机科 学系

,

广州 5 1 0 2 7 5 )

摘 耍 本文导出散乱点二元多项式自然样条的极小性质
,

井把该样条定义区域拓展到包

含散乱点矩形的半任意区城或无限区域
.

关 . 词 散乱点
,

自然样条
,

极小性质
,

半任意区域
,

无限区域

分类号 0 2 4 1
.
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1 引 言

多元散乱数据拟合是十分重要而又相当困难的问题
,

一直来是一个十分活跃的研究

方向
.

1 9 90 年李岳生
、

关履泰
〔 ` ,
用希氏空间样条理论首次提出了矩形域上散乱点二元多

项式自然样条
,

其方法简洁
,

有较好的变分性质
,

且可保证适当的光滑性
.

C
.

K
.

C h ul 与

关履泰把结果推广到多元凸锥域并用于最佳求积公式上
〔 2 , ,

与该问题有关的还有 〔3〕~

〔5〕等工作
.

近年来对箱样条
、

重分算法与正交小波
〔幻
等的研究

,

十分重视无限区间的性

质
.

本文拟导 出在含散乱点矩形的半任意区域该样条的极小性质
,

进而把定义域拓展
,

这一结果对进一步研究该样条特征
、

结构
,

提供更简单的算法
,

及讨论光顺问题与广义

插值问题均有显著作用
.

定义 1 任意给定 N 个散乱点 (x
` ,

y
`
)

.

1一 1几, 可
.

记 口~ m in x{
`
}

,

万~ m ax x{
`
},

“ 一 m in { y
`
}

,

了 ~ m a x { y
`
}

,

称 汀 ~ 〔澎
.

万〕 x 以
,

丫〕 为散乱点矩形
.

若任一区域 oQ

与 R = 〔a , b〕 x 〔`
,

d 〕 满足 R
’

泣尺 c 习
。

记 口 1 = (一 co
, a ) x ( c

` ,

d
’

) U ( a
` ,

占
`

)

x (一 co
, ` )

,

0
2
一口

I

U b(
,

+ co ) x c(
’ ,

丫 ) U (口
,

万) x ( d
,

+ co )
,

称 n ~ 口
。

功
;
为包含散乱点矩形的大半任意区域

,

打 一几们
:
为小半任意区域

,

统称半任意区域
.

当 习
。

为全平面 R ,
时

,

它们分别记 口co 与 O汤
.
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2 极小性质

下面用艺 表示艺艺艺
,

万
. 任 I , 夕任 J , 夕几

表示艺艺
,

记 g尸=
J 一 O几 -

x( 一 x `
)一卜

`
( y 一 y `

)一卜 1

( m 一 a 一 1 ) ! ( n 一夕一 1 ) !

/ _ _ 、 阴 一 。一 1 1
~

.
_

.

、 月 一夕一 1

_ 0 、孟 — 奋̀ 声 , 占 、 y — V护 j 占
汀 “ 尸 二二二

—
-二` - 一 -二`二

一
: -

-
一

6 .十 ,一 _
。
_

, 、 . 了~ _ 刀 _
, 、 .

气 , , ` “ 人 产 占 \ , ` 尸 i / 占

尸拍 (t
, r ) = it 尹

引理 1 散乱点二元多项式 ” 然样条 · `二
,

, ,的系数护 满足荟护
p ` ” ` X` ,

y
`
,一 “ ,

~ O , …
,

m 一 1 ; k ~ 0
,

…

证明 用共扼运算
,

, n 一 1
.

〔1〕中已有 T
·

T 口 = 艺护
h尸

,

这里 (k 尸
, 。 ) = “ (’

· ” (x
` , , `

)
.

`明

再从 ( T
’

T口
,

u) ~ ( T 。 ,

T u) ~ o ,

V “
e N ( T )

,

注意 N ( T ) 一般式为 尸赵 t ,

约而得证
.

引理 2 在引理 1 的假设下
,

对任意 x 与 y 有恒等 式名 (一 1 )
. +

一
声

粉尸二
.0

证明 左式从群针攀而艺 (一 1 )杆兄
一 : `

:
一 :

x’
一 j 一 ’

犷
一卜 ’ 〔万

声 `甲

孟尸尸分
声,

(二

y
`
) 〕根据引理 1得证

.

定理 1 对 x 镇口或者 y簇
` ’

或者 x ) 万并且 y ) 『的点
,

散乱点二元多项式 自然样条
口
(x

,

刃必定满足
口 (” “ x(

,

刃二 .0

证明 因为
口 ( ’

,

` (x
,

刃

一 x `
)下一

’
~ o 或者 ( y 一 y

`
)

如果 x ) 万并且 y ) 丫

根据引理 2 获证
.

一 万 ( 一 1-) 十

一
户

丫g咒
,

如果 x ( ` 或者 y ( 已
,

i峭

犷卜
’
= o ,

从而
a `“ ” , ( x

,

少 ) , 0

,

那么 了… ,
x(

, y ) = 万 (一 1 )
’ +

一
夕丫 g尸

`甲

那么 ( x

推论 1

定理 2

(产~ 0
,

…
,

证明

产
’ ` ,

x(
,

刃三 O 对一切 x(
,

刃任。诱 成立
.

当 x 镇口或者 x ) 万时 了” 伙 x
,

d )二 0
.

当 y 《 已或者 y 》 了时 a(
产

,

时 (b
, y ) 一 。

,

m 一 1 ; , = 0
,

…
, n 一 1 )

.

由
。 ( x

,
y )的表达式得

· 、

一
- 一 _ _ 。

( x 一 x
`

)犷一
1

一 、爪
, 丫 声 , _ 了 、

_
, ` , , 、 价一 . 】. 尸 了_ 一〕 二

_
-

U 、 孟 ,
“ /

一 /
咨
气— l 夕 八 ` 下-

一一
一一 , 尸一一一一二灭 ,丁 -

钾气户
’

吸护刀 — a — 1 , l
.

叩
- 一 -

(夕
`
一 d )一月

( , 一

夕) 1

·

h (卜夕)

旧
这里 h ( , 一月) = (

_

l 1

, < 夕
, ) 月

~ 0
,

…
, 月一 1

如果 x 簇
a

` ,

那么 ( x 一 x `
)丁卜

`
= o 从而

口`”
“ , ( x

,

d ) = o

如果 x ) 万
,

那么

了礼
, ) ( x

,

d ) ~ 盖毛
二
{于击葺名

(一 ` ,“ , ·“一: X
’ 一 ’ 一

“
一 `
〔
耳` 尸“”

’ `X ` , y ` ’ 〕

, 一 切. 一 。 二尸

根据引理 1 可知上式为零
,

同理可证后半结论
.

推论 Z a ` ’
,

” ( x
,

d )二 。 ` p
· ” , (占

,

夕 )三 。
,

产 = o
,

…
,

m 一 1 . , = o ,

…
, n 一 1 对一切 ( x

, 夕 ) 任

汀诱 成立
.

且此时 a(
” , ” ,

x(
,

刃三 0
.

推论 3 a `“ ’ “ ’ ( x
,
y )三 。

,

V ( x
, y ) 任。 一 \R

; a “
’ ” ,

( x
,

y )三 a (” ” ( x
,

d ) 三 a `一
” ,

(b
,

y )二
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。
,

产 = 。 ,

…
,

m 一 1 ; , ~ 。
,

…
, n 一 1

,

V ( x
,

y ) 任。蕊诱
.

定理 3 当 x ( 口时 a( 一
“ ,
x(

, : )二。
,

y (
`

’

时 了
“

, “ , a(
,

刃二 。
.

定理 4 (半任意区域极小性质 ) 设
口
x(

,

刃 为散乱点二元多项式自然样条
,

n 与汀

分别为对应包含散乱点矩形的大
、

小半任意区域
,

口
。

~ i n f { x }
,

月
。
=

(艺
.
d ) 〔 口

S U P
( x

,

d ) 〔 D

{ x }
,

口
。

= i n f
( b

,
y ) 〔 D

{少 }
,

口` = {U P
) ) 七

{夕 }则

J 。 ( a )簇 J 。 ( u )

J 。
`

(叮 )簇 J o
`

( u )

u 任 H , (门 )门 I
t

u 任 H , (口
’

)门 I
二

èè

这里

J o ( u ) =
(“ ’ ” ’

x(
,

, ))
’

dx d y + 艺 ( u (用
, ` ) ( x

,

d ) )
’
d x

产

lU

邝日刀
。

( u (州
’ 几 ) ( b

,
夕 ) )

’
d夕

, 、 (·

卜且
(

一
(二

,

, ) ) ZdX d , +

斌丁
凡 ( u (

一
) ( x

,

d ) ) Zd x

马 ( u (一 ) (吞
,

, ) ) Zd ,

I
:

= {ul
u `’

·

口, ( x
` , y `

) 一扩
,

`~ 了丁万
, 口任 I

` ,

月任 J
,

}
.

证明 仅证定理后半部
,

同理可得前半部
.

因为 R二汀
,

所以
a ) 几

,

b成。 。 , ` ) cD
,

d 《 。 `
注意 u( “

,

”
(x

,

刃 )
’ ,

u(
`“ , “ ,

x(
,

d ” ’
与

( u ` p
, “ ’ (占

,

少 ) ) ’ 均非负
,

我们有

,
;
(· ) 一

万
(

一
( X

,

, , ,
Z
d X d ,

( u `”
“ , ( x

,

d ) )
’
d x + 艺丁)

(

一
’ (”

,

, , ,
’
d y

“
·

`

(· ’

根据推论 2
,

J “ (的 ~ J (a )
.

由定义 J (的镇 J (u )
.

综合这些结果即得结论
.

定理 5 (无限域极小性质 ) 在定理 4条件下
,

其结论中 口 与 汀分别改为 口 ,
与 口二

口
。

和 几 改为一 co
,

口
`
和 口`

改为 + co
.

即得出无限域极小性质
.

3 定义区域与自然样条的构造

散乱点二元多项式 自然样条最初定义在矩形域
〔` 〕 ,

〔2〕把它推广到多元情形并把定

义域扩张到略加限制的锥域上
.

本文借助极小性质
,

把定义域扩张到含散乱点矩形的半

任意区域与无限区域上
.

定理 6 (延拓定理 ) 在含散乱点矩形的任意区域 口
。

内扩张散乱点二元多项式自然样

条的定义区域 R
,

要求在新区域中保持其分片表达式并有定理 4 那种极小性质
,

那么这

个新区域可以是定理 4 的含散乱点矩形的半任意区域
.

类似地
,

从定理 5 出发可以得出
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定理 7( 延拓定理 ) 在全平面牙 内扩张散乱点二元多项式自然样条的定义域 R
,

要

求在新域中保持其表达式
,

且有定理 5 的极小性质
,

那么这个新域就是定理 5 中的无限

域
.

问翔 1 对散乱点 (x
` ,

y
`
) 与实值 式

月a( 任 I
` ,

夕〔 J
` ,

i ~ I二灭 )在含散乱点矩形半任意

域 。 (或 。
’

)中寻找
a ,

( x
,

y ) 任万 ’ ( 。 ) (或 万
“ ”

( n
’

) ) 使
。
{
“ ·口,

( x
` , y `

) = z

尸
,

且 J : ( 。
1
) =

m i n了 ; ( u )对
u 任万“ (月 ) (或 万~ (月

`

) )
, u `“

,

夕,
( x

, ,

y
`
) = z厂口成立

.

其中 了
,
( u )为定理 4 中相

应不等式的右端
.

问班 2 对散乱点 ( x
` ,

y `
)与实值

二

尸在含散乱点矩形无限域 口二 (或 。淤中寻找
。 :

x(
,

y ) 任 H “ (。 二 ) (或万 ’ (。品) )
,

使
。
;
“ ,

月, ( x
` , y `

) = 二

尸
,

且 了2 ( a Z ) ~ m i n J Z ( 。 )对
u e 对 ’ (习_ )

(或 H “ ( n舀) )
, “ `’

·

夕,
x(

` ,
y 、

) ~ 二

犷成立
.

其中 J : ( “ )为定理 5 中相应不等式的右端
, 。 任 I

` ,

口任 J
` , i = 1

,

N
.

定理 8 间题 1 与间题 2 的解都是对应矩形域 R 中的散乱点二元多项式自然样条
.

类似
〔” 〔 2 , ,

可以化为 H i lb e rt 空间的擂值样条问题
,

得 出存在唯一性
,

特征性质等
.

注意定义域不同
,

范数略有差异
.

特征性质可刻划为

定理 9 满足插值条件 的 H ’ ( A ) 的函数 武 x
,

y) 是上间题的解当且仅当

曹一
(二

,· , · `

一 (!
,

· ,` r `· +

%u0丁:一
(一 ` , · `。

,

一 `二 , “ ,`二

+

习
` ( p一 ) (` ,少 ) u (“

· ` ) ( 6
, 少 ) d夕 = o

且
a ’̀ 一 , ( x

,

少 ) 三 。 “̀ , 。 ,
( x

,

己 ) 二 口` ,
, ` , (占

,

少 ) 二 o 对 V ( x
,少 ) 〔 A \R

,

V u 任 H ’ ( A )
, u `一 声,

( x
` ,

从 ) ~ 0 成立 (视不同问题
,

八取 月
,

叮或 口 co
,

口品)
.

证明 建立相应希氏空间
,

定义算子 T
、

A
,

化为希氏空间插值样条问题
,

据有关特

征定理
〔 ,

·
2〕 ,

a( x
,

刃是问题的解当且仅当要证的式子积分区域分别改为 八
,

A
。 ,

八
。 ,

八
。

与

A
`
时成立

,

(视不同问题 A
。

取
a ,

口
。

或
a ,

一 co
,

类似处理 A
, ,

A
。 ,

A
己
)再用推论 1

,

2
,

3

得证
.

证明时用定理 2
,

还可得

推论 4 在定理 9条件下
,

把结论的积分限
。 , b , ` ,

d 改为 a’
,

万
,

日
,

丫
,

而 了
’ ,

伙 x ,

内

三 a(
,

,· , (b
,

y )三。 对 x (
。

`

或 x ) 万
,

y簇“或 y ) 丫成立
·

把满足定理 9 结论式子的全体函数组成的空间称为样条函数空间
,

记为 5
.

定理 1 0 设
。
是问题之解

, : 任 s
, 。 任 z

:

= {“ 任万
’ ”

( A )
: 二` “ ,

口,
( x

. ,

y
`
) = 二

尸
, a e l

` ,

夕任

J
` ,

i ~ r ;了 }
,

则 J
`

u( 一 : ) = J
,

(u 一的 + J
`
(。 一 : ) (视不同问题

,

艺取 1 或 2)
.

定理 10 亦称第一积分关系
,

类似〔1〕可由它得到最佳逼近性质
.

因为现在问题之解

就是矩形域中的散乱点二元多项式自然样条
,

所以解的存在性
、

唯一性及其构造均与〔1〕

相同
.

〔1〕中指 出极小化泛函改为

薯
`· ` ’

, ” ’ (二
,

· , ,
’
d二 d· 斗

一

gu0丁
( u ”̀ ’ “ , ( x

, c ) )
’
d x + 艺 {)

(· `”
” ’ `一 y ”

’
d y

也有散乱点二元多项式 自然样条
,

并给 出其表达式
.

对这种样条
,

只要用 口八习
,

代替
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口, ,

那么上述极小性质与定义区域的结果都成立
.

注意这时有

定理 r 对 x ) 万或者 y ) 丫或者
: x 簇澎并且 y 镇

`
’

的点
,

对 应 ( l) 式 的样条必满足

厅 (一 y ) ( x
, 少 )三 o

·

定理 2
`

当 x 《 澎或者 x 妻万时
,

对应 ( l) 的 了
’ ,

伙 x
, ` ) 三 。

,

当 y簇日或者 y ) 了时
,

` ( p
, , ) ( a , 少 )三 o

·

定理 3
’

x ) 万对应 ( 1 )的 了
’

,

伙 x
,

d) 二 o
,

y ) d’ 时 a(
“

· ” ’
b(

,

刃二 0
.

文 〔1〕中的算例可以验证本文结论
.

不难把本文的所有结果推广到高于二维空间的

高维空间
.
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