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两点边值问题的二次广义差分法
’

陈 仲 英

(中 山大学计算机科学系
,

广州 5 1 0 2 7 5 )

摘 奥 给出两点边值问题的基于二次 aL g ar gn
。
元的一种新的广义差分格式

,

得到最佳

收敛性估计并给出算例
.

理论分析和数值试验表明 格式简单而有效
.

关 . 词 两点边值问题
.

二次 aL gr an g 。
元

.

广义差分法

分类号 0 24 1
·

81

文 【l] 基于 G a ler ik n 一 P et r o v
方法

,

就两点边值问题提出广义差分法
,

它既具有有

限元法高阶逼近的优点
,

又保持差分法计算简单的特点
.

随后文 「Z j 给出一种基于二次

L a gr a n ge 元的广义差分格式
,

其试验函数空间采用二次 L ag
r a n

ge 有限元
,

检验函数空间

采用分段线性函数类
,

在解函数
u 任 c

,

的条件下得到与二次有限元法相同的收敛阶
,

而

工作量则有所减少
.

这种方法
,

实际上是一种非标准有限元法
.

本文的不同之处在于
:

检

验函数空间 V *

取为分段常数函数类
,

并对相应的双线性形式作广义函数意义的理解
.

这

样使方法有了实质性的变化
,

格式的计算亦更为简单
,

工作量大 为减少
.

而理论分析虽

然由于 V .

必 H
’

带来一定困难
,

却在解函数
u 任 H

,

的条件下得到了最佳收敛性估计
.

最

后的算例数值效果 良好
,

表明格式简单有效
.

我们曾用这一方法计算和模拟了单孤立波

的传播和双孤立波相碰撞的过程
,

效果很好 s[]
.

1 二次元差分格式

考虑两点边值问题
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,
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,
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,
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·
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取为相应于 T
`
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,

与整数节点 x 和半

整数节点 “ 一

告相应的基函数分别为价 ( ` )
,

价一

告( ` .)

在单元 I
,

上
,

“ 自

u ,

一 u 矛一 ,
( 2泞一 l ) (泞一 1 ) + 4 u

,
一

告泞( l 一 右) + u `

( 2泞一 l )宁

= u 、一 ,
( 4泞一 3 ) / h

;

+ u , 一

告( 一 8泞+ 4 ) / h 、
+ u ,

( 4泞一 l ) / h
,

“ 一专= “ .
( x `一

护
·

( 2 )

( 3 )

其中涛 = ( x 一 x
` 一 :

) / h 、 , u .

= u 。
( x

。

)
,

再作对偶剖分 T 宕
,

节点为

“ ~ x0 < 升 < 衅 < … < x
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检验函数空间 V *

取为相应于 T 厂的分片常数函数空间
,

即与整数节点 x 和半整数节

点 x 卜专相应的基函数分别为
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上述各式中
“ 。

= o
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而当 ] = n
时要去掉与 x

一
b 右侧有关的量

.

为此规定

户
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2 收敛性估计

( 2 )
,

( 3 ) 式启示我们引入如下的离散范数
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常数 C
l ,
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再据 ( 2 1) 式和插值逼近性质知 ( 1 9 ) 式成立
.

证毕
.

3 数值例子

用通常的二阶中心差分格式 (F D M ) 和上面所述的二次广义差分法 ( G D M ) 求解下列

边值问题
:

{一 u “
( x ) = x 2 .

( “ L U ) 一 U , “ 气犷 ) = U
.

取网格步长 h = 二 /,t
.

问题的精确解 ( E S ) 为

一 告
二 3 J 一

六
X`

·

记 二 一 ;lr / 1 6
,

i 一 1
.

2
.

…
,

16
.

两种方法算出的数值结果见表 1
.

可以看到
,

( G D M ) 的计算

结果 比 (F D M ) 精确得多
.

表 l 数值 结 果表

T a
b

.

1 N u
m

e r ie a
l R

e s u
l r s

n
= 2

F D M

G D M

F D M

G D M

F D M

G D M

F D M

G D M

8
.

1 0 1 5 7

8
.

3 7 1 1 7

8
.

0 8 9 6 8

8
.

1 5 7 1 4

8
.

0 8 6 7 1

E S

4
.

0 5 7 7 2

4
.

0 9 0 4 6

4
.

0 5 6 9 8

4
.

0 6 5 1 9

4
.

0 5 6 7 9

4
.
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8
.
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1 2
.
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.
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.

0 1 6 1 7

1 2
.
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.
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] 5
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.
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.
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1 6
.
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.
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.
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1 5
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.
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.
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.
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.
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.
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.
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.
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.
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.

7 9 2 7 9 2 3
.
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.
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.
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.
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.
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.
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.
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.
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.
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.
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.
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.
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.

7 8 4 0 7 2 3
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6 5 2 9 2 24
.
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