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一个矩阵问题的判定算法
`
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摘 要 本文为非负方阵不可约性和非周期性的判定给出了实现算法
.

作为非构造性的

求解算法
,

这是个典型的例子
.

关键词 相关图
,

单环
,

周期
,

互素

分类号 Q sl

文 [ 1 ]为非负方阵 A 引进 了一种相关图 G ( A )
:

顶点由 A 的非零元素组成 ; 从顶点
a I J

到 a m n

有一条有向边
,

若 j一 m
.

然后证明
:

i( )非负方 阵 A 不可约
,

当且仅当有环路过相关图 G ( A )的所有顶点
;

ii( )非负方阵 A 非周期
,

当且仅当 A 不可约
,

且 G ( A ) 中有两条环路周期互素
.

这

里所谓的周期
,

意指该环路的长度
.

本文补足其判定算法的实现
.

由非负方阵构造相关图比较容易
,

故我们的讨论专注

不可约性和非周期性
.

1 不可约性

判不可约性在于是否有一条环路过相关图的所有顶点
.

这显然不同于判是否有单环

(无重复顶点的简单环路 )过所有顶点的哈密顿环问题
.

但是
,

如果试图寻求一个构造性

的算法找 出过所有顶点的环路 (允许多次重复任一顶点 )
,

将是十分困难的
.

我们的算法基于一个显然的事实
:

图中有环过所有顶点
,

当且仅当图中所有相交单

环所含顶点集之并为该图顶点全集
.

假定图中顶点按 1
,

…
,

t 编号
,

下面是找出图中所

有单环的算法概要
:

a l g o r i t h m a l l
_ e i r e u i t s ;

b e g 一n

f o r i :
= 1 t o t d o

除去编号为 1
,

… 八一 1 的顶点
;

在余下的子图中找 出由顶点 i 出发的所有单环

e n d f o r
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e n d ;

在子图中寻找过顶点 i 的所有单环
; 只须从顶点 i 出发对子 图进行带回溯的深先搜索

,

中

途一旦有搜索点到出发点 i 有边
,

便得一环
.

这同哈密顿环算法有点相似
.

带 回溯的深先搜索保证找出过 i 的所有单环
,

且不重复
;
去掉前 i一 1 点的作用是使

第 i 步找出的环不同于前 i一 1 步找出的那些
.

假定共有 K 个单环
,

便不难判不可约性
:

a l g o r i t h m i r r e d u e ib i l i t y ;

b e g i n

U
:

= {第 1 环 } ;

f o r i
:

= 2 t o K d o

f o r i
:

= K d o w n t o 1 d o

i f {第 i 环 }与 U 相交 t h e n

U
:

= U + {第 j 环 } ;

if U 一 全集
t h en 矩阵为不可约的

e ls e 矩阵非不可约的

e n d ;

此算法相 当简单
,

但若将内层循环改为

f o r J= 1 t o K d o

…
则达不到 目的

.

例如
,

考虑第 1
,

2 环不相交
,

但均与第 K 环相交的情况
.

2 非周期性

显然
,

图中所有环路 皆由前节所得那组单环组合而成
.

为判非周期性
,

本当在 由这

K 个单环组成的所有可能的环路中证实有无两条周期互素
.

但若依靠下述定理
,

便可获

得更简单的算法
:

定理 若非负方阵 A 不可约
,

则其相关图 G ( A )中有两条环路周期互素
,

当且仅当

G ( A )的所有单环周期互素
.

证明 必要性
.

若非所有单环周期互素
,

设公因子 g > 1
,

则 由这组单环组成的任何

环路均含因子 9
.

充分性
.

设 K 个单环的周期分别为 p
, ,

…
,

p k ,

且 d ( p , ,

…
,

p k ) 一 1
.

据互素整数的基

本性质知
,

存在整数 q
l ,

…
,

q k ,

使得

p
l
q

l
+ p

Z
q

:
+ … + P k q

k
= 1

将左方正负项分别求和得 M 一 N + 1
.

这时
,

只要将相应于正项和负项的单环分两组分别

与过所有顶点的环路相并
,

便得 两条周期互素的环
.

因为对任何环路周期 L
,

总有 L +

M 一 L + N 十 1
.

这样
,

我们只须求出 K 个单环周期的公因子便可判定非周期性 了
,

算法从略
.

3 算法复杂度

由于求所有环路同求哈密顿环相似
,

算法的复杂度理论上也是
n p 难度的

.

然而
,

相关图的构造决定了可能的
n Z

个顶点 中
,

每个顶点的度均不超过 Zn
.

可见相关图远非
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完全 图
,

加之所判非负方阵往往是稀疏的
,

故算法的运行效率令人满意
.
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