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本文研究一类半线性系统的能达域
,

应用 iH l ber t 空间线性算子广义逆的理论和

不动点定理
,

导出了系统能达域的若干解析式
.
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,

能达域
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考虑半线性系统

毖( t ) = A x ( t ) + f ( x ( t ) ) + B u
( t )

,
t妻 0 ( 1 )

其中
, x (t ) 任 R

” , “ (t ) 任 R
『

分别是系统的状态变量和控制变 t
, A 任 R

” “ ” ,

B 任尸
x 尸 ,

f (
·

)

e C 〔R
” ,

R
”

〕
, u (

.

) 任 L Z〔J
,

R
尸

〕
,

J 是区间〔0
,

T 〕
.

对系统 ( l) 能控性和能达性的研究
,

通常都假定相应的线性系统

分( t ) = A x ( t ) + B u ( t ) ( 2 )

完全 能控
〔”

.

本文运用 H il b er t 空间线性算子 广 义逆的理论
,

打破这个限制 ,并在

}} f ( x )l I镇 C }} x }}
`

(
口李 0) 的条件下

,

导出系统 ( 1) 的能达域的解析式
.

定义 1 设 x f 任 R
” ,

如果存在 u(
·

) 任 L Z 〔J
,

r 〕使系统 ( 1) 在其作用下
,

由初态 x ( 0)

一 。 出发的状态轨迹 x ( t ) (t 任 J )有终态 x ( T ) ~ xf
,

则称 xf 为系统 ( 1) 在区间 J 上的能达

状态
.

定义 2 设区域 D仁尸
,

如果对任意的 xf 任 D
,

都是系统 ( 1) 在区间 J 上的能达状态
,

则称 D 是系统 ( 1) 在区间 J 上的能达域
.

对任意给定的 u(
·

) 任L Z〔J
,

r 〕
,

系统 ( l) 满足 x ( 0) ~ 0 的解 x (t ) (t 任 J )相当于积

分方程
X ( : ) 一

只一
〔f ( X ( 5 ) ) + 。 U ( ` ) 〕a `

( 3 )

的解
,

因此
,

终态 x ( T ) ~ x f 相当于

刃一
〔f ( X ( ` , ,+ B· “ ,〕d`一

,
·

引入线性算子 K
:
L : 〔J

,

r 〕、 尸 定义如下
:
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如果记

、 U 、
刃一

B U “ , d`
,

w ( , )二
且一

B B
,

一
“ d ` ,

t 任 J
,

那么
,

由 H i l b e rt 空间上线性算子广义逆的理论
〔2〕 ,

知算子 K 的广义逆为

K
+ = B

` e 一 A ’ `

W
+ ( T ) e 一 A T ,

这里
,

刀
,

lB 分别是 A
,

B 的转置
,

W+( T )是矩阵 W ( T )的广义逆矩阵
.

其次
,

引入算子 G
:
C 〔J

,

尸〕~ C 〔J
,

尸〕定义如下
:

( G X ) ( , )` 一
且一

, (X ( 5 ) ) d s
+ 一
且一

。二 · ( X了

一

刃一
r ) f ( X`· , , d· ’ d s ,

则有定理
:

定理 1 如果对于 xf 任尸 和 T > O
,

算子 G 有不动点 x( )t (t 任 J 一 〔o
,

T 〕)满足条件

( x 了一

其中
,

Z ( K )表示 K

刃一
’ )
f `X `· , , d

· ’ 任“ K ’

的像空间
,

那么状态 xf 是系统 ( 1) 在 J 上的能达状态
.

( 4 )

证明 因为 x (t ) (t 任)J 是 G 的不动点
,

所以
,

x (t )恰好是积分方程 ( 3) 相应于控制
U ( , )一二· ( X , 一

刃一
, (X (· ) ) d· )

,
: 。 ,

( 5 )

的解
,

且有 x ( 0) ~ O ,
其次

,

因为条件 ( 4) 满足
,

根据广义逆性质
〔2〕 ,

由式 ( 5) 可知有

因此有

、

一
了一

刃一
, ( X (· ) ) d

· ,

X ( T ) 一 ( G X ) ( T ) 一

刃一
f ( X (

`
) ) d` + X 了一

刃一
f ( X ( · ) ) d

一
, ,

于是
, x 了是系统 ( 1) 在 J 上的能达状态

.

记 h ( t
,

T
,
x , ) = e山W ( t )W

+ ( T ) e一 A T x , ,

H
l
( t ,

T ) = e 山 ( I 一W ( t )W
+ ( T ) )

,

H
Z ( t

,

T ) = e 内W ( t )W
+ ( T )

,

则算子 G 可写成
( G X ) ( , )一 ; ( :

,

二
,
X了 ) + 二

1 ( :
,

T )

只一
f (X ( ` ) ) d`

一二
2 ( :

,

二 )

厂一
f ( X ( ` ) , d`

, : 。 J

引入如下记号
:

a
( T ) = m a x 11

。左W ( t )W
+ ( T ) 。一 A T

O` 召` T

P : ( T ) = m a x
}}H

l
( t ,

T ) 11
O“ ` T

P Z
( T ) = m a x

}! H
Z ( t

,

T ) }1
O“ ` T

P ( T ) = m a x {P ; ( T )
,

P : ( T ) }

q ( T ) =

m (甲) =

n l a X
O`

r
` T

e 一由

}} f(
x )ll

,

甲) 。
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这里
,

矩阵的范数采用与尸 范数相容的范数
.

引理 1 对给定的 xf 任尸 和 T > 。 ,

如果不等式组

!
“ ( )T II “ 11自
(PT ( T ) q ( T ) m ( 2专) ( 甲

( 6 )

( 7 )

有非负解 , ) o ,

则筹子 G 存在不动点
·

证明 在函数空间 C 〔J
,

尸〕中
,

取有界闭子集

F 会 { x (
·

川1x(
·

) 一 h(
· ,

T
, x ,) }}《 粉

,

当 x (
·

) 任 F 时
,

对任意 t 任 J
,

有

1. x ( t ) 11《 Il x (
·

) ,I《 }} h (
· ,

T
, x f ) }} + 甲

一

臀 lÎ (t, T, x ,
)ll 十 ,簇 “

(T 川
x 了 ” 十 ,成 v2,

所以

{} ( G x ) ( t )一 入 ( t
,

T
, x , ) 1}

、 、. H I ( ,
,
T ) .、
且

.}

一
! … f ( X ( ! ) ) . , d

!
+ H

Z ( ,
,

T )

打
}

一
} 二 } f (X ( ! ) ) : d !

、 , ( T )

刀
。 ( T ) m ( 2, ) d

! 一。 ( T )。 ( T ) , ( 2 , )、 ,
,

v 。。 ,
·

因此
,

G x 任 F
,

即 G 是映 F 入 F 的算子
.

根据 G 的定义
,

可知 G 是连续算子
,

函数族 { G xl x (
·

)任 F }在 J 上一致有界且等度

连续
.

因此
,

对 F 中的任意有界子集 E
,

都有

y ( G ( E ) )一畏彗Py { ( G x ) (` ) . x (
’

) 任 E }
,

( 8 )

这里
,

y 表示 K ur at o w sk i 非紧测度
,

集合

G ( E ) = <G x }x (
.

) e E } C F
.

公式 ( 8) 的证明见 〔3〕的引理 1
.

4
.

1
.

记 尸 中的子集

Q
:

= { e山W ( t )W
+ ( T )

e 一山 f ( x (
:
) ) }x (

·

) 任 E
, 0 ( ! 《 T }

,

S
: ` { e流` ,一 , ,

f ( x (
s ) ) lx (

·

) e E
,

0 (
! 镇 T }

,

式中 t e J
.

则它们都是 R
,

中的有界集
,

故

y ( Q
,

) ~ 0 , y ( S
,

) = 0
.

利用公式

令式
, (! ) d! 。面 `, “ , ,。` ! ` T ,

,

V , (
·

,任 C〔 J
,

R
”

〕
,

式中乙石表示闭包
,

根据非紧测度性质
,

得

, 、 ( G X ) ( , )一 (
·

) 。 : } 、 ,

{只一
了( X (

,
) ) d

!
一 (

·

) 。 E

}
+ ,

{刃
一二 ( , )w

· (: )
一 , (X (! ) ) d

`
一 (

·

) 。 E

}
《 y( t石乙S

`
) + y( T 亡乙Q

`
) = yt (乙乙5

:

) + T y( 亡乙Q
:

) ~ 0 ,

即有

了{ ( G x ) ( t ) Ix (
·

) 任 E } = 0
,

V t 任 J
.

根据式 ( 8 )得 了( G ( E ) ) = 0
.
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因为 E 是 F 中的任意有界集
,

所以由以上讨论知 G 是映 F 入 F 的 O 一
集压缩算子

,

根据 aS do vs hi i 不动点定理
〔3 〕 ,

算子 G 在 F 中有不动点
.

定理 2 对给定的 T > 0 ,

如果不等式

T P ( T ) g ( T ) m ( 2专) ( 甲

有解 仇> 。
,

那么
,

如果 尸 中的 xj 满足

}{ x , }! 镇
a 一 ’

( T )甲
。 ,

且相应于 xj 和 T 的

X f 一

可用矩阵 〔B
,

A B
,

…

子 G 的不动点 x (t ) (t 任 J )使得向 t

e 月`了 一 ` ,

j ( x ( s ) ) d s ( 9 )

” 一 `
B〕的列向 t 线性表示

,

则 xj 是系统 ( 1) 在 J 上的能达状态
.

算行|却,A

证明 根据线性系统的一般理论
〔们 ,

当 ( 9) 式所示的向 t 可用〔B
,

A B
,

…
,

扩
一 ` B 〕的

列 向t 线性表示时
,

式 ( 4) 得 以成立 ,而根据引理 1
,

算子 G 的不动点 x ( )t 在本定理的假设

下得以存在
,

因此
,

由定理 1 知本定理成立
.

定理 3 如果系统 ( 1) 相应的线性系统 (2 )完全能控
,

f (0 ) = O且

}{ f ( x )l } 簇 C l} x }l
` ,

V x 任 R
,

( 1 0 )

式中 C > 。
, 。 ) O ,

那么
,

对给定的 T > O ,

有

i( ) 当 O镇
口 < 1 时

,

系统 ( 1) 在 J 上的能达域是尸 ,

ii( ) 当 口> 1 时
,

系统 ( 1) 在 J 上有能达域
D

。

一 {
x 111x l}蕊

a 一 `
(丁 ) 〔z

·

口梦(丁 )。 ( T )〕六 }
,

i( ii ) 当
口 ~ 1 时

,

如果正数 C 和 T 满足

ZC T P ( T ) g ( T ) 镇 1
,

则 R
“

是系统 ( 1) 在 J 上的能达域
.

证明 因为系统 ( 2) 完全能控
,

所以 Z ( K ) ~ 尸
,

因此
,

根据定理 1 和引理 1
,

为了证明

xj 是系统 ( 1) 在 J 上的能达状态
,

只须证明存在 甲) o使不等式 ( 6 )
,
( 7) 同时成立

.

当 x f ~ 0 时
,

因 f (0 ) 一 0 ,

故取 专一 。 即可

当 x f护 O 时
,

只须取

甲 = k a ( T ) {1x f {1
,

k ) 1 ( 1 1 )

则 ( 6) 式恒成立
,
其次

,

由条件 ( 1 0) 可得

, ( 2甲) 《 ( 2夕)
口

C ( 1 2 )

因此
,

对情形 i( ) 只要取

k 一 m a x

{ 1
,

( 。 ( T ) {l x 了 11 )
一 `

( 2叮
p ( T ) 。 ( T ) )击 }

,

对情形 ( 11)和 ( 111)只要取 掩~ z
,

代入式 ( 1 1 )
,

利用式 ( 1 2 )便可证得 ( 7 )式成立
.

从而
,

定理

3 得证
.

. 考 文 献

1 周鸿兴
,

赵怡
.

非线性系统的能控性理论
.

控制理论与应用
,

19 88
,
5 ( 2)

:
1~ 14

2 N a s h e d M Z
.

G e n e r a l iz e d I n v e r s e s a n d A p p l ie a t io n s
.

N e
w Y o r k

,

A e a d e m i
e

玲 e e s
.

1 97 6
.

39 7~

4 5 4



第1 期 陈云烽
:

半线性系统的能达域

4

】月肠h mi k n at h a m

1 9 81
.

3 4~3 9

关雄!
,

陈翰彼
.

V
,

eL e la 5
.

N o n l in e a r

以 f f e r e n t i
a l E q u a t io n s

i n A b s t r a e t S p a e e s
.

o x f o记
,

线性控制系统的能控性和能观测性
.

北京
:

科学出版社
,

19 75
.

3~ 21

T h e A t t a i n a b l e D o m a i n o f S e m i li n e a r S y s t e m s

C h e , Y u ” j砂” 9 .

A加 t r a c t I n t h i s p a P e r w e d i s e u s s t h e a t t a i n a b l e d o m a i n o f a e l a s s o f s e m i l i n e a r s y s t e m s

b y u s i n g t h e t h e o r y f o r g e n e r a li z e d i n v e r s e s o f t h e l i n e a r o p e r a t o r s a n d S a d o v s k i i f i x e d

p o i n t t h
e o r e m

.

oS m e a t t a i n a b i l i t y p r a e t i e a l e r i t e r io n s a n d a n a ly t i e e x p r e s s i o n s o f t h e a t
-

t a i n a b l e d o m a i n a r e d e r i v e d
.

K e y , o r d一 s e m i l i n e a r s y o t e m s , a r t a l : 、` b l e d o m a i n
,

g e n e r a l i z e d i n v e r s e s

.

氏 p a r t m e n t o f M a t h em a t ie s ,

Zh o n g s h a n TJ n iv e r , ; t y
,

G u a n g z h o u 510 27 5


