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交换环上的 G al oi s
扩张的 G 一 同 态

邓信德 司徒子 治
( 中山大学数学系

, `

广州 5 1 0 2 7 5 ) ( 美国伯莱里 大学数学系 )

摘 共 定义了交换环 R 的关于 自同构群 G 的 G 一 自同态
.

给出有关 G 一 自同态的一些

基本性质
,

证明了 G
a lio s

扩张的 G 一 自同态象仍为 G
a
lio

s

扩张
.

并且还得到它的逆命题
.

关镇词 aG ilo
s

扩张
.

G 一 同态 .G 一 理想

分类号 0 1 5 3
·

4

对环上的 G al io s
理论已作过很多的研究

〔 ,一 ” ,

证 明了交换环 R 是 由它的有限 自同构

群 G 的固定元素构成的子环 R
“
上的 G a

ilo
s
扩张的充要条件是 I

。

一 R
,

V l 半 口 任 G
,

其中

I
。

是 R 的由 {r 一 a(
;
) }

;
任 R } 生成的理想

.

本文证 明交换环的 G al io s
扩张的 G 一 自同态

象 仍为 G al in s
扩张带由 G 导出的 G al io s 群 G

` .

反之
,

设 必 是环 R 的 G 一 自同态
,

如果

必 ( R ) 是 G a l o i s 扩张带 G a l o i s 群 G
` ,

其中 G
`

是由 G 导出且同构于 G
,

则 R 亦是 G a l o is 扩

张带 G a lo is 群 G
.

而且 必 ( R ) 里 R / k
e r必是 G’ 一 同构

,

G’ 望 石
,

其中石是 R肠er 必 的 G al io s

群且石是由 G 导出并同构于 G一般地
,

本文将上述结果推广到带 自同构群 G 的交换环 R

到带 自同构群 G
`

的交换环 T 的 G 一 同态
,

证明了 G a l io
s

扩张的 G 一 同态象仍为 G al io s

扩张带 G a
ilo

s

群口
.

其中 G’ 是由 G 导出的
.

最后
,

利用 R 的 G 一 同态与 G 一 理想的关系
,

由 G 的子群或正规子群导出若干类 G 一 理想
.

1 符号与定义

在本文中
,

环都是有单位元的交换环
,

环同态把单位元映 为单位元
.

R 表示环
,

G 是 R

的一个自同构群
.

R 的理想 I 称为 G 一 理想
,

如果 a( )I 一 I
,

V a 任 .G

如果 G 和 G’ 分别是环 R 和环 尸 的自同构群
,

8
:
G ~ G’

, “
, 尽 是群同态

,

环同态

必
: R ~ 尸 称为 G 一 同态

,

如果 必 ( a( )r ) 一 al (必 ( ; ) )
,

V
r
任 R

, a e G
.

特别地
,

当 R ~

侧
.

G 一 G
` ,

8 ~ 1。 时
,

必 称为 R 的 G 一 自同态
.

收稿日期
:
1 9 9 0

一
1 2

一
1 4

,

修改完成日期
:
1 9 9 4

一

4
一

2 8
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如果 口 任 G
,

R 的由 {
r
一 a( )r }r 〔 R } 生成的理想记为 10

.

如果 H 是 G 的子群 (记为 H < G )
,

R 的由 {
: 一 a( )r }

; 任 R
. a 任 H } 生成的理想记

为 I .H

如果
a 任 G

,

〔们 一 {月口夕
一 ’

}月任 G }表示
a 在 G 中的共扼类

.

R 的由 {r 一 月(
;
) }r 任 R

,

月任 〔a 〕 } 生成的理 想记为 I 〔
o 〕

.

环 R 是环 S 上的 G a l o is 扩张带 G a l o i s 群 G 的定义见文以〕
.

g C _ 曰太`曰

~ . 曰 J , L匀、

在本节
,

设 R 和 T 是分别带自同构群 G 和 G
’

的交换环
,

夕
,
G ~ G

’

是群同态
.

必 是

R 到 T 的 G 一 同态
,

I 是 必 的核 (记 为 ke r必 )
.

将证明
:

i( ) I 是 R 的 G 一 理想 ;

ii( ) R / I 望 必 ( R ) 是 石 一 同构 ;

( 111) G 望 G
` .

其中石是由 G 导出的 R I/ 的 自同构群和 G’ 是由 G 导出的 必 ( R ) 的 自同构群
.

当 G 是 R 的有限 自同构群时
,

还得出 R I/ 是带 G a l io s 群 口的 G al in s
扩张当且仅当

曰 ( R ) 是带 G a l o i s 群 G
`

的 G a l o l s
扩张

.

首先
,

我们给出一个环的 G 一 理想与它的 G 一 同态象的 G 一 理想之间的对应关系
.

定理 1 设 G 和 G’ 分别是环 R 和环 侧 的 自同构群
,

f
:
G ~ G

` , 口
, 已 是群同态

,

如

果 必 是 R 到 R’ 的 G 一 满同态
,

则

i( )必 的核 K 是 R 的 G 一 理想
;

ii( )I 陆 必 (I ) 给出 R 的包含 K 的所有 G 一 理想所构成的集合到 尸 的所有 lG 一 理

想所构成的集合之间的一一对应
.

证明 i( ) 由 必 是 G 一 同态
.

容易验证 K 是 G 一 理想
.

ii( ) 首先
,

如果 I 是 R 的 G 一 理想
,

由必 是 G 一 同态
,

即得 a, (必 ( I ” ~ 必 ( )I
,

V a,

任 G
`

.

其次
,

如果 r 是 尸 的 G’ 一 理想
,

那末
,

V r 任 必
一 ’

( r ) ~ {r 任 R }必 ( r) 任 ( r )
,

有

必 ( a ( r ) ) = 口 (必 ( r ) ) 任 I
` ,

V
a 〔 G

,

显然 K g 必
一 ’

( I
,

)
.

推论 1 如果 I 是 R 的一个 G 一 理想
,

天 ~ R I/ 一 行一
+ I 卜任 R }

,

石 一 伍 1三̀ )

一 口 (r )
,

V r 任 R
, 口 e G }

.

则

i( ) 石是 天的 自同构群
,

甲~ G 一 石
, a

, 舀是群的满同态
,

且 k er 夕一 a{ 任 G }a(
; ) e

r
十 I

,

V r 任 R }
;

i( i) 二 :
R ~ R / I

. r

, 不是 G 一 满同态
;

ii( i) 存在 R的包含 I的所有 G 一 理想所构成的集合与 R I/ 的所有 百 一 理想所构成

的集合之间的一一对应
.

证明 i( ) 由 I是 G 一 理想
,

易见 舀的定义是合理的
.

显然
,

云是 灭 的满 自同态
.

如

果 舀 (刁 一 0
.

即 a( )r 任 I
,

从而 : 任 1
.

因而 牙二 0
.

所以 舀是天的 自同构
,

显然
,

硕 一 舀不
,

V a ,

夕任 G
.

从而 甲是满同态且 弓是天的 自同构群
.

k e r 甲= {
a 任 G {舀= l } = {

a 任 G la ( r )
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一 r 任 I }
.

( 11) 汀 ( a (
r
) ) = a (

r ) = a (
r
) = a (; r (

r
) )

.

V a 任 G
.

( 111) 由 ( 11) 及定理 l即得
.

由定理 1及推论 1即有

定理 2 设 G 和 G
’

分别是环 R 和环 T 的 自同构群
,

6
: G ~ G

` .

a
冲

a ’

是群同态
.

如果环同态 必
: R ~ T 是 G 一 同态

.

1 一 k er 必
.

则

( i ) I 是 R 的 G 一 理想
;

ii( ) 天( ~ R I/ ) 有自同构群 石 一 伍 }舀(日 一 石又万
,

V
;
任 R

, a 〔 G } 并且 ,
:

G ~ 石
,

a
阵 石是群的满同态

,

k er 甲一 {a 任 G }a( ; ) 〔 r 十 I
.

V
r
任 R } ;

ii( i) 二 ,
R ~ R I/

, :
, 牙是 G 一 满同态

.

定理 3 设 R
.

T
.

G
,

G
’ ,

a
:

G ~ G
` ,

必
: R 一 T 等均如 定理 2 中所示

,

又设 7’’ 一

必 ( R )
.

对任意
a 任 G

.

令 丫 :
7

’
`

~ 7
’ ` ,

必 ( r ) , 必 ( a ( r ) )
.

则

i( ) 尽 是环 7’’ 的 自同构
,

且 al 一 a(
`

} ,I’’ )
,

口 一 {口
`

}a 〔 G } 是 7’’ 的自同构群
;

( 11) f
:
G 一 G

, , a
曰

a ,

是群的满同态
,

k e r f = {
a 任 G } ( a ’

}7
’ `

) = I T
·

}
.

证明 i( ) 由曰 是 G 一 同态
,

易见 a’ 的定义是合理的
.

显然
,

al 是 尹 的满 自同态
,

如

果 a, (必 ( r ) ) 一 。
,

即 必 ( a ( r ) ) = 0
.

因而 a ’

(必 (
r
) ) = o

,

从而 必 (
r
) = 0

.

所以 a’ 是 7
’
`

的

自同构
.

因为 尽 (必 ( )r ) 二 必 ( a( : )) 一 a “

(必 (
;
) )

,

V
r 任 R

,

所以
,

尽 一 a(
’

}T
,

)
.

容易验

证 a, 产 一 ( a
)P

` ,

V a ,

夕任 G
.

从而易见 G’ 是 ,r’ 的自同构群
.

i( i) 由于 尽尸 二 (口夕丫
,

V 口 ,

月〔 G
,

显然
,

f 是群的满同态
.

最后
, a 任 k er f 骨 al -

l骨 ( a ’

17
’
`
) = I

T `
.

定理 4 设 R
,

7
’ ,

G
,

G
. ,

必
: R ~ ,I

’ ,

夕
: G ~ G

’ ,

I = k e r 必
,

R = 尺 / I
,

7 ”
=

必 ( R )
,

口 ~ {丫 }口 任 G }
,

石 ~ {舀}a 任 G } 等均如定理 2 和定理 3 中所示
,

则

i( ) 少
:

石 ~ G
, ,

石~ a, 是群同构
;

( 11) 必
:

灭 ~ 7
’
` ,

于 , 必 ( r )是 石一 同构
.

证明 i( ) 由 I 二 k er 必 及 必 是 G 一 同态
,

易见 夕 的定义是合理的
.

由 a( 户
`

-

口尸
,

V a ,

月〔 G
,

易见 少 是满同态
.

如果少 (刃 ~ r
.

那末
,

V r 任 R
,

al (必 ( r )) 一 必 (
: )

,

即

必 a( (r ” 一 必 (r )
,

因而 a( r) 一 r 任 I
,

从而石又万 = 牙
,

于是 石(乃 一 干
,

所以 云一 工

ii( ) 由 I ~ k e r必
,

易见必的定义是合理的
,

显然
,

沪是满同态
,

如果抓刁 一 。
, r 〔 R

,

即有必 ( r ) = 0
.

从而
r 任 I

,

因而于= 百
.

最后 动 (舀̀ ) ) = 沪(蔽万 ) = 必 ( a ( r ) ) = a `

(必 ( r ) )

~ a, (沪(初 )
,

V
r 任 R

, a 任 G
.

所以动 是 G 一 同构
.

定理 5 设 R
,

T
,

G
,

G
’ ,

曰
,

8
,

1
.

天
,

7’’
,

口
,

乙
,

6’ 等均如定理 4 中所示
,

并且 G 是有限

群
,

则 7
’
`

是 7
” 公 上的 G a l o i s 扩张带 G a l o i s 群 G

` .

当且仅当 及是 灭乙 上的 G a l o i s 扩张带

G a l o i s 群 石
.

证明 由定理 4
.

沪
:

天 ~ ,I’’
.

不* 必 ( )r 是 己 一 同构且 夕
:

石 ~ 口
.

a
, al 是群同

构
,

因而如果 ia
,

b 任 R
,

i 二 1
,

…
, n ,

那末
.

一 ` ,
.

`、 艺必 ( u ,

) a ,

(必 (。 ) ) 一 。 1
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3 G 一 理想和 G a l oi s

扩张

在本节
.

G 仍表示环 R 的 自同构群
.

首先由 G 的子群或正规子群可构造出若干类 G 一

理 想
,

然后
.

设 G 是有限群
.

仍设 G
’

是环 T 的 自同构群
.

e
:
G ~ G

’

是群同态
,

必
: R ~ T 是

G 一 同态
.

1 一 k er 必
.

我们将证明
.

如果 R 是 G al io s 扩张带 G al in s 群 G
.

则 必 ( R ) 亦是

G a l o i s 扩张带 G a l o i s 群 G
, .

其中 G
`

是由 G 导出的
.

从而 R / I 亦是 G a l o i s 扩张带 G a l o is 群

G = {川 a( r) 二 a(
;
)

,

V r 任 R
. a 任 }G

.

当 T 一 R 时
.

逆定理亦成立
.

命口 1 设 G 是环 R 的 自同构群
. a 任 G

,

H < G
.

〔幻 表示
a 在 G 中的共扼类

.

1
。

是 R

的 由仕 一 a( )r }
r
任 R } 生成的理想

,

与 是 R 的 由 {
;
一 a( ; ) }

; 任 R
. a 任 H } 生成的理想

,

ccI
〕
是由 {

r
一 风 )r }

。 〔 R
,

口任 〔们 } 生成的理想
.

则

( i ) I
。

= I
。 一 l ;

( 、i ) , 、 一 艺 I
。 ;

(、、、 ) ,
〔。 〕
一 艺 I , ;

( i v ) 夕( I
。

) 二 I脚一 V 月任 G ;

( v ) 如果 G 是交换群
,

则 I
。

是 G 一 理想 ;

( v i ) 如果 1
.

是 G 一 理想
.

则 a 一 ’
( I

。

) = 1
0 一 : ;

( v i i ) I
。

是 G 一 理想 幼 I脚
一 : = I

。 .

V 月任 G ;

( v i ii ) 如果 I
。

是 G 一 理想
,

NIJ 夕( I
。

) = I脚
一 , .

V 月任 G ;

( i x ) I 〔. 〕 是 G 一 理想 ;

x( ) 如果 H 是 G 的正规子群
.

则 几 是 G 一 理想
.

证明 ( i )
,

( 11)
,

( 111 ) 是显然的
.

( iv ) 夕(
r
一 a ( r ) ) 一 夕( r ) 一 月a夕

一 ’
月( r ) 任 I再声

:
.

( v )

由 ( iv ) 即得
.

( vi ) 由 ( iv) 及 ( i) 即得
.

( vii ) 如 果 I
。

是 G 一 理 想
,

那 末
.

V 月任 G
. ; 一

p a p一
’
( r ) = 尹(夕

一 `
( r ) 一 a夕

一 `
(

r
) ) e l

。 ,

故有 I 、
一 ,

二 I
。 .

由 ( i v ) 又有 I加厂
,

卫 月( I
。

) ~ I
。 ·

反之
,

如果 I脚
一 ,

= I
。 ,

V 尹任 G
,

由 ( iv ) 月( I
。

) 二 I 加沂
l

= I
。 .

所以
,

I
。

是 G 一 理想
.

( v i i i )

由 ( v i i ) 即得
.

( i x ) 是显然的
.

( x ) V 夕任 G
,

由 ( iv )
.

夕( I
。

) 里 I加不
、

二 I u ,

V a 任 H
.

命. 2 设 H
o . 〕 = {月任 G }I , 9 1〔

. 〕 }
,

其中
a 任 G

.

WIJ

( i ) H 〔 . 〕 是 G 的正规子群
;

( 11) R / I 〔 . 〕
有自同构群 G / H 〔o〕

.

证明 ( i ) V 夕
.

y 任 万 ( . 〕 .

即 `
,

z
,

二 z ( o 〕
.

由此易见 I产二 I 〔
。 〕 .

即有 月y 任 H 〔。〕
.

又

因 乙
一 `

= 几二 入
。 〕 ,

所以
,

月
一 ’
任 H 闭

.

因 入
. 〕
是 G 一 理想

.

所以
.

V g 任 G
.

月任 H 〔。 〕 . r

任 R
, r 一 g内

一 ’
( r ) = g ( g

一 ’
( r ) 一 瀚

一 ’
( r ) ) 〔 g ( I户二 I 〔。 〕 .

所以
.

1
`
六

一 ,

二 I
〔。 。 .

即 g瀚
一 ’

任 H
〔。 〕

.

ii( ) 对于任意 反任 G / H 〔a 。 .

牙〔 R I/ ot 〕 .

定义奋
·

牙~ 奋又万
.

由入
。 ; 是 G 一 理想

.

易见

这定义是合理的
.

显然
.

云是 R I/ 。 。

的满自同态
.

最后
.

如果牙(日 一 万
.

即有 g(
; ) 〔 入

。 。 .

从

而 r e 入
。 〕 ,

即有 牙一 及

由〔5〕 的第三章命题 1
.

2
.

有
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定理 6 R 是 尸
.

上 G la oi s 扩张带 G la oi s 群 G 的充要条件是 I
。

~ R
.

V I 井 a 任 .G

由命题 1的 ( v) 和定理 6即有

推论 2 如果 G 是交换群
.

且 R 没有非平凡 G 一 理想
.

则 R 是 R`
上 G la oi s

扩张带

G a l o is 群 G
.

定理 7 设 R 是 牙
`
上的 G la oi s 扩张带 G la oi s 群 G

.

如果 I 是 R 的一个 G 一 理想
,

则

及 ( ~ R I/ ) 是 及“ 上 G a
iol

s
扩张带 G a

iol
s 群石

.

其中石一 {石al 任 G
.

舀(乃 ~ 石又万
.

V
r
任 R }

是 灭的 由 G 导出的 自同构群
.

证明 因 R 是 R
“
上 G al io s

扩张带 G al io s
群 G

,

由定理 6
.

V I 护 a 任 G
.

R 是由 (r 一

a
(r ) }; 任 R } 生成

.

从而
.

V 丁笋 云任 乙
.

夏是由 {牙一 砍乃 }矛〔 灭} 生成
.

再由定理 6
.

及是

灭` 上的 G a l o , s

扩张
.

定理 8 设 R
.

T
.

G
.

G
` .

必
.

夕
.

1
,

灭
.

7’’
,

G
, .

石
.

6’ 等均如定理 4 中所示
.

如果 R 是 R “
上

的 G a l o i s 扩张带 G a lo i s 群 G
.

则

( i ) 灭 是万 上的 G a l o i s 扩张带 G a lo is 群 石 ;

( 11) 7
”

是 了
” `户

上的 G a l o i s 扩张带 G a lo is 群 G
, .

证明 i( ) 由定理 2
,

(I 一 k er 必 ) 是 R 的 G 一 理想
.

由定理 7
.

反是 灭c 上 G 。 ! 01 5
扩张

带 G a lo is 群 石
.

( 11) 由 ( i ) 及定理 5 即得
.

在定理 8 中
.

取 T 一 R
.

G
’

一 G
.

夕一 1〔
,

即有

推论 3 设 必 是 R 的 G 一 自同态
.

1 二 k er 必
.

尺一 R I/
.

尸 一 必 ( R )
.

又设 乙和 G
’

分

别是 天和 尸 的由 G 导出的 自同构群 ( 见定理 2 和定理 3 )
.

如果 R 是 R “
上 G al io s

扩张带

G a l o i s 群 G
.

则

( i ) 天是 天` 上 G a l o i s 扩张带 G a l o i s 群石 ;

( i , ) R
,

是 R
, “

`

上 G a lo i s 扩张带 G a l o i s 群 G
, .

下面我们还得出推论 3 的逆定理
.

定理 9 设 必 是 R 的 G 一 同态
.

1 一 k er 必
.

灭
.

尸
.

石
.

尽 如推论 3中所示
.

如果 尸 是

尺
“ ` ’

上的 G a 一0 1、 扩张带 G a一0 1, 群 G ,

且 G 望 G
,

(或者 灭是矛 上的 G a lo i , 扩张带 G a l o i s 群

石且 G 望 石 )
.

则 R 是 尸
,

上的 G a
ilo

s 扩张带 G a lo is 群 .G

证明 由于 侧 有 G a
ilo

s 集 {“
.

b ` 尸 }` 一 1
. ·

… ” } 使得艺
“ 、 ·

a, (b
;

) 一 .8,
.

` ·

v 丫

, ~ 1

任 G
’ .

因 ` 一 a( IR’ ) 且 G 望 G’
.

故有
. 口 一 l ,

目 al 一 l :
, .

所以
.

有艺
“ · 。

(b ) 一 ` 1 。 ·

v 。

尹一 l

〔 G
.
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