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三参数强非线性系统的
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’
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,
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摘 要 研究一类含三参数强非线性自激振动系统的周期振动随参数的变化而产生
、

分叉

及消失过程以及稳定性特性
.

给出系统的振幅与参数的近似关系式
,

以及若干情形的振幅与

参数曲线
、

参数的分叉值和周期解的相图
.

关镇词 三参数系统
,

周期振动
、

分叉

分类号 T B 1 2 3

工程技术中许多自激振动间题
,

都可简化为形如

全+ A x 一 z B x 3
+ 。 (凡 + 几Zx ,

+ 几. x `
)份 = o ( z )

的三参数强非线性系统的研究
.

( 1) 中
, 。 > 。 是小参数

,

A
,

B 是实常数
, 入。

,

入: 和 入̀ 是实

参数
.

关于 ( 1) 的周期解及其分叉问题
,

传统的研究方法有 L y aP
u
on

v
第二方法

、

P of cn ar 6

法
、

F ir ed ir o h 法和后继函数法
〔 ,’

.

但这些方法不便于应用
.

文 〔幻利用一阶近似的谐波平

衡法和线性近似理论
,

讨论 了 ( 1) 中参数与奇点附近的相图关系
,

并在一定意义上给出了

若干特殊情形的相 图
.

文 〔3〕更 明了地给出了关于强非线性动力系统孤立周期解的存在

性
、

唯一性和稳定性 定理的研究方法
.

本文利用此法
,

给出 ( 1) 的自激参数 凡
, 又: 和 人

`

与

周期振幅的近似关系式
,

并就 A ~ 8
,

B ~ 1 及 A 一 8
,

B ~ 一 1
,

分别分三种情形给出振幅与

凡
, 久: 和 几

;

的近似关系曲线
,

从而形象地显示周期解随参数的变化而产生
,

稳定性
、

分叉及

消失的全过程
.

同时利用文 〔3〕提出的近似方法
,

推导了系统 ( 1) 的周期解的近似表达式
.

并且对 6 种特殊情形 的解析法与数值法进行比较
.

结果表明
,

文〔3〕的判别法十分有

效
,

近似法精度良好
.

周期振动与分叉

在 ( 1) 中
,

记 A x 一 ZB才 ~ g (x )
,

一 (凡+ 凡扩十人x `
)坛一 f x(

,

汾)
.

令

收稿日期
:

江9 93
一 0 3

一 2 7

,
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V ( X ) 一

丈
g ( : , d` -

冬 ( A一 B x Z )
,

乙
X ~ y ,

、 .声、 .子Ò内」尸.、
矛了.、

则 ( 1) 可写为

坛 ~ y ,

乡- 一 A x + ZB护 一 。 (凡 + 凡扩 十 人x ` ) y

当
` 二 O时

,

(2 )变为

云一 y ,

乡= 一 A x + ZB护

可以证明
,

系统 ( 3) 有形如
x 。

= a o e o s r ,
y

。
= 一 a 。云s i n r ,

x 。
任 (夕

2 ,

月
: ) 或 x 。

任 ( a l , a Z )

其中
, a ` ,

夕
`
i( = 1

,

2) 的取值与式 (3 )中的 A
,

B 有关
:

( 4 )

i ) 若 A > 。 ,

B > 。 ,

则
。 1
一 ,

1
一 。

, 。 2一共
,

夕
2

一鑫
.

. 2
们 “ ` ” , “ / “ , ” “ · `

一 尸 1一 “ ’ 一 2
ZB

’ r’ 超
ZB

’

11) 若 A > 0 ,

B ( 0 ,

则
。 : = 月

1= 0 , a Z = + co
,

月
2= 一 co ,

…
_

_
_ _ _

_ _ _

~
.

A
,

A
iii ) 若 A < 0 ,

B < O ,

则 a l
~ 爷

,

口
1
~ 一若

, a Z~ + co
,

月2 ~ 一 co .
1几二 了

们 “ 、 甘 ’ ` 、 甘 ’ ” 切 “ 1
一 B

’ 尸 I
B

’ 一 若 ’

一
’ 尸 名

iv ) 若 A < 。 ,
B > 。

,

则不存在实的
a ` ,

夕
`
i( 一 1

,

2 )
,

即系统 (3 )无周期解
.

下面讨论系统 ( 3) 在干扰力一
。
f (x

,

刃作用下 (即系统 (2 ) )的周期振动特性
.

记

( 5 )

。 (·
。
)

一
。

尤
’

, ( X
。 ,

,
。
)· `n dr ·

( 6 )

鑫人
a
若S

。
( a

。
) + 人Z a念5 2 ( a

。
) + 人a

合5
.
( a

。
)

其中
s
。
( a

。
)

一尤
’

` 8`n Z· d一

5 2 (一 )

一尤
’

` S`n Z· 。 。一 dr 一

5
4`一 ,

一尤
’

` 5` n Z

二
。一 dr 二

由文〔 3〕
.

1) 系统 ( 2) 在 ( 4) 附近作周期振动的必要条件是 B a(
。
)一 0即

凡S
。
( a

。
) + 又Za

若5
2 ( a

。
) + 人

一 a急S
;
( a

。
) = 0 ( 7 )

2) 系统 ( 2) 在 ( 4) 附近作方式唯一且稳定 (不稳定 )的周期振动的充分条件是

B ( a
。
)一 0

,
d B ( a

。
)

d a 。 < 0 ( > 0 ) ( 8 )

对于具体间题
,

或按期望的振幅值
,

由式 ( 7) 调整参数 凡
,

人: 和 人
. ,或按给定的参数值

,

由

( 7) 确定振幅
,

凭借高速的电子计算机是容易实现的
.

至于系统 ( 2) 的周期解的表达式
,

依文〔3〕
,

一阶近似的振型和频率分别设为

x = (
a 。

+ 。 a ;
) e o s : , 田 = 云= 。 。

( r ) +
。。 :

(
r )

于是
,

一阶近似的振幅和周期分别为

这里

“ 一 a0 + “ 1 ,

T 一

厂誓
。 。

( r ) 一斌八一刀
a
若( 1+

。 。 s Z r )

。 :
( r ) = Q : ( r ) a

:
+ Q Z( r )

.

a ,

~ 鱼
P 2

一 ~
, 、

1
, 二 。 。 , , , .

叨 叼 1气r , ~ : 代炭二
.

二 从六一 ` 力 a 石、 1十 c o s 一 r 月
.

“ 0. 0 \ ` /
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Q: ( r
) =

1
a o. 。

( r ) s i n Z r 几, ( a o c o s r ,

一 。 。。 。
(
r ) 。、n r ) , *n 、 : ,

, !

一 尤
’

Q: (· )、
, 。i n : · d r ,

介
, , ,

。
, 、 , , 、 、 , , . ,

,

p , = J
。 k L“ 。

碌` 、 r 少十田 , 、 r , , J ` “ , n . r 一 J
二 s , n r c o s r “ Q r

·

以上两式中
,

尹 * = 一 (凡+ 人
: a
若

e o s Z r
+ 人 a 名e o s ` r )

,

尹
二
, Za若(人

: + 2人a
若
e o s Z r )。

。
( r ) , i n r c o s r

.

下面对 A
,

B 及 凡
,

久:
,

人的若干特殊取值
,

讨论系统 ( 2) 的周期振幅与各参数的关系
.

①设 A > O ,

B > .0

由式 ( 5 )得 K aa< 层
,

取 , 一 8
,

卜
1 得 。 < a0 、 2

i( ) 取 人: = 3
,

人= 一 3
.

由式 ( 7) 得
a 。
与 凡的关系

、 一

黯
〔· S̀

。`一 ,一 5 2`一 ,〕

( 1
.

394
,

4
.

26 ) )

0 1 0
.

5 召 n

( a ) A
: 8

,

尸 : 1

几 2 : 3
,

几 ; : 一 3
(b) A : 8

,

方: l ( e ) A : 8
,

刀: l

几 。 : 一 0
.

1 几 。 : 一

l
,

凡

几 : : 5
,

几 、 : 一

玉

(d ) 刀
: 8 , 夕 : l

护
一

2 几 。 : 一

!
,

几 2
=4

几 `

口 o

(2
.

75 1
, 一

0
.

[ 17 )

OU:二O( e ) 刀 : 6
,

几 2 :

刀 : 一
!

,

几

( f ) 才
:

8
,

刀

几 。 : 一

l
,

几 ` :

五

:

又
( 9 ) 刁

2 二 一 2
,

几

几

万 : 一 I
,

几 2 : 5
,

( }、 ) 刁
:

8
,

刀
: 一

l

凡 。 : 一

1
,

凡

4 : 一 2

图 1 系统 ( 1) 的振幅一 , 数曲线及相图 (’ = 0
.

5)

Fig
·

1 A m p li t u d e一 p a r a m e t e r s e u r v e s a n d p h a s e d ia gr a m o f s y s t e m ( 1 ) ( e , 0
·

5 )
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凡一 a。

曲线如图 1 ( a)
.

计算结果表明
,

当参数 凡在 ( 一 0
.

3 3 5 “
,

1
.

8 1 2 6 9) 内变化时
,

系统
, _ 、

一 ~ ~ 一 ~ ~ ~ 一
, _ _ 、 , : 、

, ,

~
, _ 、

dB a(
n

)
_

一 _
, _ _ _ _ _ _ _ 、

, _

( 2 )有 周 期解
,

振幅 位 于 ( 0
,

2 ) 附近
.

由式 ( 6 )
,

二于二二在 a 。
任 ( 0

.

0
.

9 5 2 6 1 ) 及
a 。
任、 . 尹 门 了、 冲`

屏
’ 夕挑 了国 幽

J 、

”
` / 冈 J

`
’

囚 月
、 . 产 ’

d a o
一

协 “ o 、 、 “ ’ “ ’
“ . 曰 , 人 `

~
` 。 、

(0
·

95 26 1
,

2) 内分别小于 。 和大于 0
.

于是
,

( 2) 的周期振动随 凡的变化而出现
、

分叉
、

消

失
,

以及稳定性的过程如下
:

当 凡> 1
.

8 1 2 6 9 时
,

( 2) 无周期解 .当 凡任 ( 。
:

1
.

81 2 6 9) 时有唯

一但不称定周期解
,

振幅位于 ( 1
.

3 6 3 0 5
,

2 )附近 ,当 凡任 (一 0
.

3 3 5 6 6
,

o )时
,

( 2 )有两个周期

解
,

振幅分别位于 ( 。
, 。

.

952 61 )及 (。
.

95 26 1
,

1
.

3 6 3 0 5) 附近
,

前者稳定
,

后者不稳定
,当 凡<

一 。
.

3 3 5 6 6 时
,

(2 )的周期解消失
.

综上所述
,

凡关于 ( 2) 的周期解有
`

3 个分叉值
,

分别位

于 1
.

8 1 2 6 9
,

0 及一 0
.

3 3 5 6 6附近
.

为了便于与数值法比较
,

取 凡 = 一 0
.

1任 (一 。
.

3 3 5“
,

0)
. 。 一 。

.

5( 下同 )
.

由上述分析

知
,

此时 ( 2 )有两个周期解
,

由式 ( 7 )得
a

二
` , ~ 0

.

3 8 2 2 2
, a
丢
2 , = 1

.

5 1 6 2 5
.

由式 ( 1 2 )和 ( 2 1 )算

褥
a
l
` , = 0

.

0 0 0 1 4
, a
l
Z , = 一 0

.

0 1 2 7
, a “ ’ = 0

.

3 8 0 9 8
, a ` , , = 1

.

3 0 5 0 1
,

T ` , ’ = 2
.

2 5 5 1 3
.

前者稳

定
,

后者不德定
.

四阶龙格一库塔数值法算得的周期 T (1) ~ 2
.

23
.

图 1 ( b) 给出稳定解的

相图
.

图中
,

实线是数值法
,

实点是近似法 (下同 )
.

数值积分法表明这一不毯定解最终收

救于振幅为 。
.

3 8 1 1 2 附近的稳定解
.

( ii )取 凡= 一 1
,

人= 一 2
.

由 (7 )得 风,
与

二。
的关系

1
, 。 , 、 。 ` 。 ,

^ , ~ 砚舌灭瓦下
七。 。 叹“ 。 ’ 冲

’

乙a 弓。 “ a , ’ “

人一 a 。
曲线由图 1 (。 )可见

,

凡: 和
a 。

的值城分别是 ( 4
.

2 6 3 1 0
,

+ co )
,

( o
,

2 )
·

在
a 。任 ( o

,

1
.

3 9 4 4 9 )及
a 。任 ( 1

.

3 9 4 4 9
,

2 )内
, d B ( a

。
)

d a 。 分别小于 O和大于 0
.

( 2) 的周期振动随 人:
的变化

而出现
、

分叉
、

消失
,

以及德定性的过程如下
: 人: 任 (4

.

9 5 2 1。
,

十 co ) 时
,

( 2) 有唯一且德定

周期解
,

振幅相应地位于 ( o
,

1
.

0 5 )附近
: 月: 任 ( 4

.

2 6 3 1 0
,
4

.

9 5 2 10 )时
,

( 2 )的周期解分叉

为两个
,

振幅分别位于 (1
.

0 5
,

1
.

3 94 4弱和 (1
.

3 9 4 49
,

2) 附近
,

其中
,

前者稳定
,

后者不毯

定 . 当 人< 4
.

2 6 3 1 0 时
,

( 2) 的局期解消失
.

可见
, 又: 有两个分叉值

,

分别在 4
.

9 5 2 1。 及

4
.

2 6 3 1 0 附近
.

取 孟: = 4
.

5
,

此时系统 ( 2) 有两个周期解
.

振幅分别为 1
.

1 7 3 50 及 1
.

6 1 1 05
.

前者称

定
,

后者不稼
.

数值积分法表明
,

以 1
.

6 1 1 0 5 为初值所描出的轨线最终收敛于以 1
.

1 7 3 5。

为振幅的稳定解
.

ii( i) 取 凡= 一 1
,

几: ~ 4
.

由式 (7 )得 人与
a 。

的关系

1
, 。 , 、 , , 。 ,

人 = 忿犷苏一7 丁戈 七0 0 气召。 少一 怪召 6 0 2 气4 0 少J
“ 6 0 4 、 “ o声

凡一
a 。

曲线如图 1 ( d )
.

类似于上述
,

孟
.

的变化范圃是 ( 一 1
.

7“ 84
,

+ co )
.

相应地
,

振幅

的值域在 ( O
,

2 )附近
.

在
a 。

e ( o
,

1
.

4 4 2 )及
a 。任 ( 1

.

4 4 2
,

2 )内
,
dB ( a o )

d a o 分别小于 。 和大于

0
.

人任 ( 一 1
.

4 7 3 3 1
,

+ oo ) 时
,

( 2 )有唯一且稳定周期解 , 人任 (一 1
.

7 5 5 8 4
,

一 1
.

4 7 3 3 1 )时
,

( 2 )的周期解分叉为两个
,

振幅分别位于 (1
.

2 0 5
,

1
.

4 4 2) 及 (l
.

4 42
,

2) 附近
,

其中
,

前者稼

定
,

后者不稳定
, 人< 一 1

.

7 5 5 8 4 时
,

( 2) 的周期解消失
.

人有两个分叉值一 1
.

4 7 3 31 及

一 1
.

7 5 5 8 4
.

取 人= 3任 l(
.

473 31
,

+ co )
,

系统 ( 2) 有唯一且稳定周期解
.

近似法算得振幅为
a =
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。
.

8 8 2 6 1
,

周期 T ~ 2
.

3 4 7 2 7
.

数值法算得 的周期 为 T ~ 2
.

37
.

又如取 几
`
~ 一 1

.

6 e

( 一 1
.

7 5 5 8 4
,

一 1
.

4 7 3 3 1 )
,

系统 ( 2 )有两个周期解
,

振幅分别约为 1
.

2 7 0 3 0 和 1
.

68 0 1 3
,

前

者稳定
,

后者不稳定
.

数值积分法表明不稳定的解迅速收敛于振幅较小的稳定解
.

②设 A > O
,

B < .0

( i v ) 取 A = 8
,

B = 一 1
,

人2 = 一 2
,

孟
;
~ 3

,

由式 ( 7 )得

丙
;

凡一 a 。

曲线如图

S
。
( a

。
)
〔25 : ( a

。
)一 3 a

后S
;

(
a 。
) 〕

1 e( )
.

使 ( 2) 产生周期振动的 凡 的值域为 (一 co
, 0

.

151 45 )
.

相应地
,

振

幅在 ( 0
,

+ co )上
.

由式 ( 6 )
, a 。

任 ( 0
,

0
.

7 7 4 8 8〕及 a 。
任 ( 0

.

7 7 4 8 8
,

+ co ) 内
, dB ( a

。
)

d a o 分别大

于 0 和小于 O ,

于是
,

在 凡任 ( 一 co
,

0) 内
,

( 2) 有唯一且稳定周期解
,

振幅位于 (1
.

0 9 231
,

+ co )内 ; 凡e ( o
, 0

.

1 5 1 4 5 )时
,

( 2 )分叉出两个周期解
,

振幅在 ( 0
, 0

.

7 7 4 8 8 )内者稳定
,

振

幅在 (0
.

7 7 4 588
,

1
.

0 9 2 31) 内者不稳定 . 凡> 。
.

1 5 14 5 时
,

( 2) 的周期解消失
.

凡的两个分

叉值分别约为 。 和 0
.

1 5 1 4 5
.

取 礼 = 0
.

l e ( O , 0
.

15 1 4 5 )
,

系统 ( 2) 有两木
.

周期解
,

振幅分别约为 0
.

5 0 1 5 9 和

0
.

9 6 5 5 8
.

前者不稳定
,

后者稳定
.

数值积分表明
,

振幅较小的不稳定解最终收敛于振幅

约 为 。
.

9 6 5 5 8 的稳定解
.

图 1 ( f) 是 凡二 一 1 时系统 (2 ) 的相轨
,

近似法算得的振幅为

1
·

5 6 6 3 3
.

数值法和近似法都表明此解是稳定的
.

v( )取 A ~ 8
,

B ~ 一 1
,

凡二一 1
,

凡= 一 2
.

由 ( 7) 式得

1
, 。 , 、 . , , ` , ,

A , = 不泵而
仁。 。 L口 , ’ 一 乙a ` “ ` 、 a 。 ’ “

当 孟2
< 4

.

1 7 8 6 2 时
,

( 2 )无周期解 ,当 4
.

1 7 8 6 2 < 几2 ( 斗 co 时
,

( 2 )有两个周期解
,

振幅分别

位于 (0
,
1

.

3 6 8 22) 和 l(
.

3 6 8 2 2
,

+ co )
.

前者稳定
.

后者不稳定
.

令 只: 一 5 ,

近似法算得两个

周期解的振幅分别约为 1
.

0 0 8 3 2 和 1
.

8 1 7 30
.

前者稳定
.

后者不稳定
.

图 1 ( g )给出了稳

定解的相轨
.

数值积分法表明
,

不稳定的解收敛于相应稳定解
.

(
v i ) 取 A = 8

,

B = 一 1
,

凡= 一 1
,

人2 = 1
.

由式 ( 7 )得

l
, 。 , 、 , 。 ,

人 = 万瓦石万
`。 。 又“ 。 , 一 “ 6 。 ’ 、 a 。户

几
。
一 a 。

曲线如图 1 (h)
.

当 。 < 义` < + co 时
,

系统 ( 2) 有唯一且稳定周期解
,

相应的振幅位

于 ( o
,

1
.

9 5 6 1 3 )
,

且当 又。~ + co 时振幅
a
~ o ,

当 久;
任 (一 0

.

1 1 6 7 2
,

o )时
,

( 2 )有两个稳定周

期解 ;当 .A任 (一 co
,

一 0
.

1 1 6 7 2) 时
,

( 2) 的周期解消失
.

几
。

的分叉值为一 。
.

1 1 6 7 2和 0
.

取

人~ 1任 (0
,

+ co )
,

(2 )有唯一且稳定的周期解
.

近似法算得振幅为 1
.

3 9 6 9 2
.

周期为

T ~ 1
.

8 2
.

3 结 语

上述分析显承
,

文〔3〕关于强非线性振动系统周期解有关特性的结论很有效
,

近似解

的精度甚高
,

对四阶非线性
,

小参数
。 ~ 0

.

5 时
,

与数值法的结果仍吻合良好
.

顺便指出
,

文 〔幻利用谐波平衡法
,

在一定意义上讨论了系统 ( 2) 的力学特性
.

但该文
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:

三参数强非线性系统的周期振动与分叉

通过引进比例参数会来叙述全
文的主要结果

,

意义是不确定的
·

因为又寸同一比值 * 一

会
,

当 A < o ,

B > 。 时系统 ( 2) 无周期解
,

而 A > 。
,

B < 0 时则有周期解
.

比如该文中图 5 显

示的结果是 A / B - 一 6
.

89 的情况
,

当 A 一 6
.

89
,

B - 一 1 时系统 (2 )有周期解
,

但 A -

一 6
.

8 9
,

B 一 1 时则 ( 2) 无周期解
.

这是文〔3〕的结果和数值法所共同证 实的
.
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