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计算 S o m m e r fe ld 型积分远场近似的新方法

龙云亮 林贻 望

( 中山大学元线电电子学 来
,

广州 5 1 0 2 7 5)

介绍一种计算
·

oS m m er fel d 型积分的远场近似的新方法
.

并给出其误差分析
.

采用

结合复镜象理论
.

可快速方便得出 3 层导电媒质中环天线远 区场强的解析表达式
.

oS m m er fel d 型积分
,

分层导电媒质
.

复镜象理论
,

环天线

T N 0 11
.

5
,

0 1 7 4
.

5

电磁场在半空间或分层媒质中的辐射问题
,

在实际工程中是经常遇到的
.

如近地天

线的辐射与散射
,

水下通讯
,

微带天线的计算
,

频率选择表面的 R C S (雷达散射截面 ) 的

计算等
〔 ,一 “ ,

.

这类问题的形式解中常常包含有 oS m m e r fe dl 型积分
〔` ’

.

在近场区
,

上述积

分可以通过数值积分得出
.

在远场区
,

由于用数值积分收敛很慢
,

一般采用鞍点法 (最

速下降法 )
,

但该方法推导繁杂
,

使用起来显得冗长
〔 3 ,

.

最近 C he w 提出一种相当简捷的

计算 oS m m er fe ld 型积分的远场近似的方法
〔 5 , .

但没有给出误差分析
.

本文给出 C he w 方

法的严格误差分析
.

从理论上证 明了该方法的正确性
.

作为一个实例
.

采用上述方法
,

结

合复镜象理论
,

快速方便地得出 3 层导电媒质中环天线远区辐射场强的解析表达式
.

与

用其它方法得到的结果完全一致
.

该方法可以很方便地推广应用到类似情况的远区场强

的计算中去
.

1 方法及误差分析

一般 oS m m er fe ld 型积分具有形式

,一

J
f (· , ; `。

·

` , ` ·

此积分有有限值
.

f

慢变函数
.

9 a(
,

幻

g ( a ,

求出驻相点
a 。 ,

满足

( a )
.

9 ( a .

孟) 均 为复 a
平面上的复变函数

·

为快变函数
.

振荡非常快
.

此时可认为

孟) ~
e ,为 ` . ) ,

风一 co

( l )

当 几很大时
.

f ( a ) 为

( 2 )
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击( 口)

—
}一

。

~O
〔
艘

’
- 一 。

( 3)

如在( a
,

附近
.

厂 ( a) 不存在奇异性
.

由于 f ( a) 的慢变性
,

可以认为

`之2
.

(一 )

丁
/ (二 ` ) d二 `

一 ( 4 )

适当选择 g a(
.

幻 的形式
.

使上式中的积分有闭合形式
.

则可得式 ( l) 的近似闭合表

达式
.

这就是 C he w 〔5 ,提出的方法
.

该方法的误差 为

,一 )
〔f ( · , 一 j

一

`一 ,〕 g (二 ` , d一
又~ co ( 5 )

C h e w 认为 I
。

相对于 I 应该很小
,

因为在式 ( 5) 积分的主要贡献处 (a 一 a 。 ) 慢变函数部

份 〔f (a ) 一 f (a
。
) 〕为零

,

从直观上看式 ( 4) 成立
.

下面我们给出严格的误差分析
.

设 g a(
,

幻取式 ( 2) 的形式
,

有

,
。

一

{
〔 f (· ,一 f `一 ,〕一“

` ’
d二 `

一 ( 6 )

将 f ( a )在
a 。,

附近做 T a y lo r 展开
, 、 二 、 . 。 , 、 、 ,

f’’ ( a 。
)

J 气a ) = J 叹a , ,
) 十 J

’

L a o ) L a 一 a o ) 十 一~ 又下一一 L a 一 a o )
“

十…
乙 J

( 7 )

取一阶近似 (从后面的证明可以看出
.

这 已足够了 )
.

有

,一 fl (·
。

小一
)

一
` J

·

`

一
将

、 ( 。 )在 。 。

附近向样做 T a y lo r 展开
.

并注意到式 ( 3 )
,

有

( 8 )

( a 。

s ( “ )一 , ( “
。
) + 污了

二 ( “ 一 “ 。

设 r = s ( a 。 )一 s ( a ) = 一 ( a 一 a 。 )

从上式可解得

s , ,

( a 。,

)
2
+

争
(一

。 、
)

3

十 …

+

争
(

一
,

) + … 〕

a 一 a 。
= 士少r , 2〔c 。

+ 。 ,

口+ “ 2

口
,
+ … 〕一 ’ `

,

其中 月一
a 一 a 。 , c 。

~ s “ ( a 。
) / 2 !

,
c ,
一

s 价 ( a 。
) / 3 !

, ·

… 利用 L a g r a n g e

从而有

一客旱
二 r号

`一菩毙薯击
“ 二苦

一 ’ ` ·

( 9 )

( 1 0 )

( I J )

展开式 〔的
,

可解得

( 1 2 )

( 1 3 )

其中
“ 二

一
d

” 一 l

d口
” 一 ’

〔c 。
+ 。 :

夕+ 。 2

月
,
+ … 〕一号l ,

_ 。
.

将式 ( 2 2 )
、

( 1 3 ) 代入式 ( s )
,

注 意到 : ( a ) =

: ( a 。
) 一 r

并合适选择最速下降路径
,

有

,
。
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一
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菩
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e 一 ` ·
l
” 一 ’

d r = r ( ,: ) = ( r: 一 l ) :
.

有

`

一
2广 (一 ,· “

““ 、̀ ’

喜
`一 , , “ ’ “

·

升 ( 1 4 )

2 ~
,

, 、 、 ,

, 一 ~ ~ 一
伪一 “ I

·

仇 - 一下 al “ 3 , .

… 囚 J 气a ) 刀便哭幽狱
,

有
Q

l
中

由其

2尹 ( a 。
) e ,“

` 。 ’

艺 ( 一 j )
·十 ` b

。

升
f (一 )

丁一
d ·

二 }业买声一 。 “ 5 ,.

塑一一
.I了.

塑

这样
,

我们证明了式 ( 4) 确实是式 ( 1) 的远区近似

2 三层导电媒质中环天线的远区电磁场

作为应用上节讨论方法的例子
.

我们求解 3 层导电媒质中环天线的远 区辐射场强的

解析表达式
.

如图 1 所示
,

一环天线水平地放置在海

水中
,

距海平面为 d , ,

其环中电流 为 I
,

环面积 为 S
,

尸

为场点
.

距海面为 d
Z ,

海水的深度为
a .

k
,

i( ~ 1
.

2
,

3) 为

每个区域中的传播常数
.

对于实际情况 (海下通 讯 )
,

由于海水对 电磁波的强衰减及信号传输距离大
,

电波

频率一般都较低 ( < 1 0M H z )
,

在这种情况下
,

可将环夭

线视为一磁矩 为 IS 的垂 直磁偶极 子
.

对时间 因子
e ”

,

有 s o m m e r f e l d 积分公式
〔` 〕

ddd
lllll

夕
.

111

冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷冷

......... ---
···· “ 2 “ ’ “

『 “ ’ ` ’

溢溢
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e 一 j去沂

r

一

丁;丢
一

“ ’ : ’ ·`
L、

(` “ ’ d `
( 1 6 )

r 19

其 中
u = (又

2
一 k Z

)
’ ,

2 , r = (产
2
+ 2 2

)
’ 2 .

J 。
(又产) 为零阶

eB 二
e ` 函数

·

注意到
·

`
。

( X , 一

告
〔 H :

1 )

(才 )+ 、 ;
2 )

( X )〕

和 H告
, ’
(一 x ) - 一 H丢

“ ’
(二 )

〔 6 , .

可将上式的单边 无穷积

分化为双边无穷积分

l 儿何结构示意图

G e o m
e t r ie e o n f i g

u r a t io n o f

e le
e t r o m a g n e t ie w a v e P r o -

p a g a t i
n g t h r o u g h l a y e r e d

e o n
d

u e r in g m
e
d i u m

亡一 J泛 r

r 封 务一
H o

Z ’ ` “* , d“
( 1 7 )

借助式 ( 1 7 )
,

可得环天线在海水中的电磁场为
〔 , ,

E一卫望

多互丁〔是
·

一
+ : 以 )一 + 、 ( , )

一〕
孟。 ;

2、
(* ; ) d*

H
,
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一

杀
。

一
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:
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一
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= E

:
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;
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( 2 0 )

其中

旋
一 “
尹

九 (流 ) ~ 一不 -

( u :
一 z̀ :

) ( `一
:
一 ` , 3

) e
一 “ , h

+ ( u

一
:一2

) ( : I : + `一3
) e “ : `

( u l
+ 之1 2

) ( u Z
+ 之2 3

) e . , “

+ (之I : 一 u :
) ( u :

一 u 3
) e 一 “ 2“

二 (* )一

杀
( u ,

+ z一 2
) ( `一

:
一 `1 3

) e ` ” `“ 一 ` ’
一 ( u :

一 u Z
) ( `一

2
一 : 一3

)尸
一 “ : ` “ 一 丙’

( u l
+ ` 1 2 ) ( u :

+ u 3
) e a : “

+ ( ` z
:
一 1 1: ) ( “

2
一 “ 3

) e 一 “ , “

而 u ,
= (人

2
一 k子)

’ 2 ,

i ~ l
,

2
.

3
.

H么
, ,
( x )

,

H }
, ’
(二 )分别为第二类零阶和一阶 Ha n k e l 函数

.

式 ( 18 ) ~ ( 2 0 )称为 S o m m e r f e ld 型积分
.

我们先讨论式 ( 1 8)
.

显然积分中第一项代表从源点到场点的直接波
.

其传播路径全

在海水中
,

由于海水对电磁波的强衰减
.

这一项对远区场的贡献近似为零
.

第二项代表从

源点经海平面反射到场点的波
,

第三项 代表从源点经海底反射到场点的波
.

对于我们讨

论场点在海平面附近的情形 d(
2《 “ ,

大部份实际情形如此 )
.

第二项代表远区场强的主要

部份
.

因而有

华黔丁黯舅长丰斋丰瓮凳斋瑞豁:
又2

— e

之I ,

一 “ “ ` d , + ` “ ’

H }
2’
(几产) d孟

( 2 1 )

< 1 及 1 / ( 1一 x ) 二艺
二二我们可将式 ( 2 1 )中的分母展开

、
.

户l、 .1

注意到
( u Z
一 u 一 ) ( u Z

一 u 3

( u Z
+ u :

) ( u :
+ u 3

e 一 z“ 2“

为无穷级数
,

有

:
,

只黔
〔
氢

。 一 ,+

息
` (一 ,〕 ( 2 2 )

产

l
一

一一
、 .产

n含抓其中
U I
一 之1 2

u ,
+ u Z

( u Z
一 u l

) ( ` I
:
一 ￡才3

( u Z
+ u :

) ( u Z
+ u 3

` e 一 2· : , ·

竺
e 一

: ( J : + J : 》

万
}
2 ’
(人P )d人 ( 2 3 )

( u

一
u Z

) ( u Z
一 ` 1 3

( u 一+ u Z
) ( u z

+ u 3

( u z
一 u l

) ( u Z
一 u 3

( u :
+ u ,

) ( u Z
+ u 3

e 一 2. 2`曰
叶们

又2

— e

“ 2

一 “ , ’ d ,十 d , ’ ·

11 }
2’
(又P ) d又

、 .产l、、I户

I
J工

一一
、声

n
了.、

必
J

( 2 4 )

由复镜像理论
〔月 ,

当满足 }麟 }》 }斌 }时
.

有

“ 2
一 ul _

_

一 l’
.

d

, 一下一尸 `二 ; e .

“ 2州卜之̀ I

( 2 5 )

其中 d 一 2/ kj
2

.

对本文讨论情况
.

在任何频率都有 !码 , ) 80 }对 l
` 3〕 .

显然式 ( 2 5) 要求的条

件成立
.

将式 ( 2 5) 代入式 ( 23 )
.

有

, 一 ,

一 {
· -

一 (:昌: {
附 厂

一 e
l亡 2

一 “ , ` J , + J ,十 艺“ ` ’

H }” (几产) d又

为应用上节所述方法
,

将上式重新排列为

* (一卜 一

{ }
*

炭(默 {
“ · - · ? (·

一镌镖}}{杀一
` ” 一H “

2 ’
以。 ,

}
d

“
2 6 ,

由 H a n k e l 函数的大数渐近公式
.

当 户一 co 时
.

有 H {
: 、 (又)P /H犷

’
(又)P == j

.

式 ( 2 6) 中被积函
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数的前一部分为慢变函数
.

后一部分为快变函数
.

满足上节所述方法的条件
.

注意到式

( 1 7 )及 Ik l l> Ik兰l》 Ik } 1
〔3 〕 .

通过 简单的运算
.

有

+ 2 , ) e 一 j走r况

R
( 2 7 )

一
4 k }P

,

弘 , 2矛 , = 一 下万下了气, , ,一 1 )

衬
,
j 、

l 一
, 1 3

l +
, , 3

式中 R 一 〔声+ l() , + 1)
2

了〕 ’ 才 , n 3
一 k

3

k/
:

.

对远区场
.

夕~ 、
.

有 R二 p
.

则

同理可求得

* (
, , !

卜一

票
` , , !

+ ` )

{鼠 {

, (
, , !

卜 一

杀
( , , , + ` ,

(鼠

e 一 , 凌 l p 一 少凌 2夭
`
11 +

`
, 2+ 2,, 盆“ )

尸~ 叨 ( 2 8 )

一 ,奋 l 尸一 J女止“ , 一 卜 J Z+ 2
, ,苦· 之 + 才六)

P~ co ( 2 9 )

将式 ( 2 8 )
、

( 2 9 )代入式 ( 2 2 )
.

得
:

E一 E ·
( 0 ,

〔葱
` , , !

+ ` ,

(鼠 {
” ’

一“ 竺
, , , `

+

蕙
( , ,!

+ ` )

鼠 { e 一汽
( , 寸

知耐

P~ 戈 ( 3 0 )

其中 E
;
( 0 ) = 一

少̀ 产。
I S k l

2二 k lP
Z

e 一 j泛 l尸一 少走 2 ( J一+ J Z )

( 3 1 )

用同样的方法可以求出式 ( 1 9) 和 ( 2 0 )的远区解析表达式
.

这里就不写出了
.

式 ( 3 0) 与文献 〔3〕用鞍点法得出的结果完全一致
.

当 a一二时
,

不存在海底的影响
,

此时环天线位于二层导电媒质中
.

注意到 形二一 J 。肠
、。 : .

有

E
;
= E ,

( 0 ) =
田魂

1 5

2穴`
·

` a : r Z 尸~ 加 ( 3 2 )

式中
。 一 1 /表赢为真空中光速

, : 一 。 P/ o
.

式 ( 3 : )与文献 〔2〕中结果完全一致

lll lll

酬酬酬{{{
。 {{{

’’’’ 一 ’
`

“
}}} 二二二

夕夕夕

{{{
海水

’’

lll JJJJJ ,/
`

沙 刃切
`

次次

lllllllll

图 2 第一 系列波的传播路径示意图 图 3 第二系列波的传播路径示意图

F i g
.

2 P r o p a g a r io n p a th o f r h e f ir s r F ig
.

3 P
r o p a g a t io n p a r h o f r h e s e e o n d

s e r i e s o f w a v e s s e r i e s o
f w a v e s

对式 ( 3 0) 可做如下的物理解释
;

式中第一求和代表一系列波
.

从源出发向上传播
,

然

后在海面与海底之间反射
, , , `次 ( , , , `镇

, , , )
.

再沿海 面在空气中传播
,

在场点上方进入海中

并在海底与海面之间反射 ,l) 一 l))
`

次
.

最后到达场点 P
.

因子 (
, n + l) 表示对某种在海面与

海底之间共反射
, ) ,

次的波型
.

共有 ” ,
+ 1 个波 (在源点附近 反射

, ) 2`

次
.

在场点附近反射 m

一 ,l)
`

次的组合
.

参见图 2 )
.

l( 一
, : 3 )八 1+

, : 3 ) 为海底的反射系数
.

海面的反射系数近 似为

1
.

对第二求和代表的波可做同样的解释
.

唯一的区别在于此 系列波从源出发后先向下传

播
.

经海底反射后再向上传播
.

因而此波较前述相应的波多传播 了 h2 的距离 (参见图 3)
.
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