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摘 要

关键词

分类号

本文给出了 T
Z` ,

C尸`

与 C P
’

的乘积中一类 L
a
gr

a n

ge 子流形相交数的下界估计
.

L
a g r a n g e

相交
,

H
a m i lt o n

系统
,

复投影空间

Q 1 89
.

3 2

设 ( M
, 。 ) 为紧致辛流形

.

L 〔 M 为一个闭 L ag ar n g e
子流形

.

对于光滑函数 H
: R 丫 M

~ R
,

我们可以在 M 上定义一族光滑向量场 X H
满足

. (
· ,

X 衬 ) = d
,

H

我们称 X H
为对应于 H 的 H a m il ot

n 向量场
.

而且微分方程

录
, 一 X

,

`电 ’
,

中
。
= i d

定义 M 的一族辛微分同胚
.

称 中 .

为恰当 ( e xa o t) 辛微分同胚
.

A r n ol d 给出了如下猜测川

# ( L n 巾
,
( L )) ) J.CI

(“ ’料
·

( S B (L )
.

若 L 与 中 ,
( L )横截相交

其中 C L ( L ) 为 L 的上积长
,

S B ( L )为 L 的 eB
t t i 数之和

.

继 C o nl ey 和 Z e h n
de

:
之后川

,

又

有许多数学家致力于这一猜测的研究
.

其中以 lF oe : 的工作最为独出 .s[
`〕

.

但 他的工 作中

有一个关键性的条件 二 2
( M

,

)L ~ 0
.

关于
;r 2

( M
,

L ) 铸。 时的 L a gr a
gn

e
相交数估计可参见

蒋美跃的工作 5[ 一 ’ 〕
.

本文将在
二 2 ( M

,

L ) 井 。 的一个特殊情形下给出 L a g r a
gn

e 相交数的一

个下界估计
.

令 7
’
艺”

一 { ( x
: .

…
,

x z ,

) 〔 R Z” } / Z 之
”

。 :
一 习 d二

;

A d x
,+ 。

为 T Z“上标准辛结构
,

令

C p
一

5
2一 + ’

/ S
’
一 { ( ,

。 . ·

… , ,
) 任 C

一 十 ’
I艺 I,

.

}
’ = l }25

。 :

为 C尸
’
上标准 K应hl e r

结构所确定的 K蕊h le r 形式
.

则 ( C尸· ,

。 :
) 为一紧致辛流形

.

从而
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我们有 ( C P
` x C尸

` , 。 2

① ( 一 。 :
)) 也是紧致辛流形

.

令

M 一 ,1
’

2” x C尸
,,l x C尸

“ ,

月 = 二厂。
1

①二子「。
2

① (一 。 : ) ]
,

其中 ;r , :

M ~ T Z,f
, 二 : :

M ~ C尸
’ x

C尸
`

为自然投影
.

令

T
”

一 { ( x
: , ·

… x Z。

) 任 R 2’l }二
。 十 1 一

· ·

一
x Z

, ,

一 0}

L ,
一 { ( y

, ,

y
Z ) e C尸

` 义 C尸
” `

}y
,
一 y :

}

则 T
”

和 L :

分 别为 T 2’l 和 C尸
’ x C尸

’

的 L a gr a n ge 子流形
.

而且 L 一 T
”

x L
,

为 ( M
,

几 )的

L a g r a n g e 子流形
.

定理 设 h( t
,

二
,

y , ,
y Z ) 为 M 上光滑函数

.

X
*

为相应于 h( t
,
x

,

y
, ,

y
Z
)的 H a m il ot

n 向

量场
.

中
r

满足

d
_

.

; 一甲
,

一入
`
(甲

,

)
。

甲
l、

一
了d

O t

则 # ( L 自巾
l
( L ) ) ) n , + l

1 问题的转化

先将问题转化成欧 氏空间中 H a m ilt o n
系统的一类边值问题

.

然后证明这类边值问题

多重解的存在性
.

设 M
,

L 如定理所述
,

则 L n 巾
:
( L ) 中的点与边值问题

艺= X
*
( z ( r ) )

, z ( 0 )
, z ( l ) 任 L ( l )

的解一一对应
.

设 ;r :
S 加 + ’

~ C尸
” `

为投影
.

我们先将 M 上光滑函数 h 延拓至 尸
”

又 C
“ 十 ` x

C
` 十 ’
上

.

首先
,

对 二 作周期延拓
,

得到 R
Z· x C p ’

x C P
`
上的函数

,

仍记为 h (t
,
x

,

y
: ,

y
Z
)

,

定

义 尺
2 , :

只 e 。 + , 又 e
,· + `
上函数 H ( l

,
x 心

, ,

少:
)满足

( l ) H ( t
,
二

·
夕

, ·
夕
川

、 、 ,
.

, : 》。 s “
耐

, · s “
,

一 , = h ( I
·

x
· ;r 夕 1 ·

;r 夕: )
,

( 2 )月 ( t
,

x
. , ,夕

,
, , 尸 ,尸2夕:

) 一 H ( r
.

x
,

少 : ,

夕 2
)

,

对所有的 8
,

·

8
2 ,

( 3 ) H ( t
·
二

,
夕 , ,

夕 2
) 为 C

,

有界
.

现在
,

我们在 R z,l X C
” ’ ” ’

x C
” + ’
上考虑 H a m ilt o n 系统

其中
:

x =
·

I ,

H
,

( r
.

丈
,
少 , ,

夕 2
)

,
x 任 R Z“ ,

少 ,
=

·

1 2
( H

。、 ( t
·
了

·
夕 : ·

夕 2 ) + 又夕
1
)

·

一夕
:
一 J :

( H
, ,

( t .

J
,
夕 , .

夕 2 ) + 又, : )
,

(了 ( O )
.

夕 ,
( 0 )

,

夕 2
( 0 ) )

.

( x ( l )
.

夕 ,
( l )

.

少:
( l ) )任 L

{ 0 1
。

) { 0 1
” , 、 l

)

( 2 )

J ,

= }
_

}
,

J
,

一 }
{一 I

。

O J
一

l 一 I
,, , + , O

引理 1 1 )设 ( x ( r )
, 〕 , l

( t )
,

y Z
( t ) 、 为 ( 2 )的解

.

则
.

}y
,
( r ) !

2

二常数
.

}y
: ( t ) }

’
三常数

.

2 )设 ( x ( r )
,
y ,

( r )
,
y Z

( r )为 ( 2 )的解
,
y ;

( l ) 〔 5
2

’ ” 卜 ’ .

y Z
( r ) 〔 5

2’ + ’ ,

则 z ( r ) = ( P x ( r )
. 二 y l

( r )
, 二 y :

( r ) ) 为 ( l )的解
.

进一步
.

如果 ( 二
’
( r )

.

y } ( r )
,
y } ( r )

.

几,
)

.

(二
艺
( r )

,
y { ( r )

.
y l ( r )

.

几2
) 为

( 2 ) 的解
.

且

(夕 } ( t )
·
夕 ; ( r ) ) 任 5

2”
`
牛 ’

X 万
2” 十 ’ .

( 夕 { ( r )
.

夕呈( r ) )任 5
2 , ,

+ ’ 义 s , 一 + ,

那末
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、 .产、 .少八jA
`矛`、了吸

( P x ’
( t )

, 二夕1( r )
.
二少; ( r ) ) = ( P 二

2
( r )

, 二夕} ( r )
. 二夕; ( r ) )

当且仅当 x ’
( t )二 x , ( t ) ( n :

od Z , ` ) ;人
`
“ 人2 ( n : o d ` )

其中 尸
:
R

Z”

一 T Z`

为投影
.

.

, . 0 . 、 、

, ~
, 、

1

…
, , , 、

1
: , , 。 .I

证明 ` )设 K
.
( `

,
x

,

,
: ,

, 2 ’ 一言I,
。
1
2 ,

K
Z “

,
x

,
y , ·

y Z
)一言.y

Z

I
’ ,

则

、。
,

` :

} 一

呈
。 ( ,

,
X

,

一 , : ,
, 2

) }
, 一 。
一 。

一 。 , , , , 、 , 、 , 、

1
. , 、 . ,

~ ~
于是 K

:
( x ( r )

,

夕 ,
( r )

,

少 2
( r ) = 含 }少

,
( r ) }

2

三常数`

~ 一
’ 、

一
、 一 ` ’

J ’ 一
’

J ` 一 2
` 了 ` 、

”
”

`

~

~ ~ 一
, 。 , , , , 、 , 、 , 、 、

1
. , 、 . ,

~ ~
同理可得 K

Z
( r

,
二 ( t )

,

y
,
( t )

,

y
Z
( r ) ) = 音 }y

Z
( r ) }

2

三常数, J

一
J ” J

一
` ”

’

一 、

”
’

了 ’ 、 . ` ’

护 ` 、

”
`

2
’ 一 ` 一

`

”
’`

~

2 )我们先证 Z ( r ) ~ ( P x ( r )
,
二夕 :

( r )
, 二夕 2

( r ) ) 为 ( l )的解
.

为此
,

只需证明

d
` 2 (孟

` y ,
( ` )

, u ; 一 d
· :

H ( `
,
x (` )

,

,
,
( ` )

,

, 2 (` ) ( u )

d
“ 2

(示
` ,

2
(` )

, “ ) = d
, :

H ( `
,
x ( ` )

·
, :

(` )
,

,
:
(` ) ) ( “ )

V ( u , , )任 7
’ 《。 : 暇, 》 .

。 : ( , ) ,

CP
. X

CP
二

若用 。 。

记 C
` + ’
上的标准辛结构

.

则可以注意到下述事实
: 二

`

。 2
~ i

’ 。 。 ,

其中

S
之· + ,

二礴 c
· + `

今
二

C尸
拼

由于 (二 ( t )
,

夕 :
( r )

,

少2
( t ) )满足 ( 2 )

,

故有

d
、 . _ _ , 、 、 、

“
_ _ _ 、 _

_ _ _ _

_
_ _

二

` 。
( 不y

: , . ) 一 d y
:

月 ( t
,
x ` t )

·

y
. 吸t )

,
y , ` t ) ) ` v )一 ^ ` y

. ( t )
, v ) 一 0

, “ 七 了
’

, : “ ,
c ~ 了 `

令
“
任 7

’
, : <, 、

5
2` 十 ’ ,

有

。 。
( 1

.

。 。
(

,

d
田 , 、不

d

不为

d

而 ly

汀 y l ,

,

i
· v )一 d

, ,

H ( ,
·
x

·

少 I ,

少 2 ) ( i 二 ) ~ o

, “
)一 厅 ’

d
, : h ( I

·
x

, 介少: ,
厅少:

) (
”
) 书 o

厅 · ” ) 一 d
, : h ( t

,
x

,
厅少一 片夕: ) (厅

· “ ) = o

而 二
’

( 7认
、 , 、

S
, ` + ’

) 一 7
’ , , : ( , )

C p
` ,

故得 ( 3 )
·

类似地可得 ( 4 )
·

设 ( x
’
( r )

,

y l ( z )
,
y ; ( t )

,

几:
)

,

( x
Z
( r )

,
y了( r )

,

y 圣( r )
,

又2
) 为满足 ( 2 )的两个解

,

且

( 夕: ( t )
,

夕 ; ( t ) )任 S
’ “ + ’ 火 S ”

十 ’ ,

(夕 l ( r )
.

夕; ( r ) 任 s
’ · + ` x s

’ · + ,

( P x ’
( r )

,
二夕: ( r )

. 二少l ( r ) ) = ( Px ,
( r )

, 二夕子( r )
.
;r 夕; ( r ) )

则显然有 x ’
( t )二 x ,

( r ) ( n :

do
z Z`

)

设 二 (`
.
二

.

, , ,
, 2 )一鲁(一,

:

一, + } ,
2
1
, )

.

则
`

意味着

对某个实数

{ H
,

+ 又犬
,

K } = 0

夕: ( r ) = e `” , e “ ` ,一 ” ’ `少 } ( r )

夕 ; ( r ) = e
`

p“ e 一 “ ’ 2一 孟 l 、 `夕 ; ( r )

产 : .

产 2
.

因为

夕 }( o ) = 夕} ( o )
,

夕{ ( o ) = 少 ; ( 0 )
.
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少 1( 1 ) = 少 l ( o )
,

夕{ ( l )二夕 l ( l )

从而 产 :
一产

2

二 o ( n :

do Z二 )
,

久,
一 又

2

二 o ( n ,

do
;r )

.

证毕

引理 2 设勺
l ,
少 2

) 〔 C
` + ’ x C

” + ’ ,

则算子

, 2 :

{
y ·

1
一
}一:夕

1

1
且 ,

、 。。 ,一 ,
2
(。。

,

,
:
( 1卜

, 2
( 1 )是 :

2
(〔。

,

1〕
,

e一 , X L
Z`〔。

,

`〕
,

t y
Z
J t J Z

y : j

C
` 十 ’

)上的自伴算子
.

A :

的定义域为

D ( A
Z
) = {H

,

( [ 0
,

l 〕
,

C
’ + ’

) 只 H
`
( 〔o

,

l j
,

C
’ + `

) }门 {y
:
( o ) = y Z ( o )

,

y
:
( l ) = y

Z
( l ) }

A :

的谱集为
s p e c ( A ) = { k二 Ik 任 Z }且每个 k 二 都是 2 ( n : + l )重本征值

.

算子 A
,

一
了

,

票为 刀 ( 〔。
,

1〕
.

R 、 )上的 自伴算子
.

A I

的定义域为
开

J “ ’ 一 “ `
d t

/ 沙
~

、 ` “ ’ ` J
’ ` 、 ’

一
只 J

曰 ” 一
J .

“
` “ J

~ ~
一

咧
` J

D (八
,
) = ( z 任月

`
( [ o

,

i 〕
,

尺
, ·

) . 2 ( o )
, z ( l ) 〔 了

’ ·

}

引理证明和文仁5」中引理 2
.

3 一样
.

我们引进 H i lb e r t 空间 E
I
= D ( IA

:

l
’ ` 2

)和 A = D ( IA
:

l
’ / 2

)
.

其上的范数分别为 11x l}是

= ( }} x }! 至
:
+ 】} }A

:

}
’ , ’ Zx }至

2
)和 }! 夕 }}久= }】少 }}乏

:

+ }} }A
Z

I
’ ` 2少 }}芡

2
.

在 E
, X A 上

.

我们定义泛函

「
, ,

l
, ,

·

、 .

1
, :

·

、 .

1
, ,

I Lx
一

y ) = l 气二子气一 J 一x
,
x ) 一 二于气一

,

I Z
y 一 y

一少 一 万 气
.

, 2 y 2 ,
y Z少 一 门 火J

,
y 一 y Z 少u `

J O

“
乙

其中 少 = (少
l ,

夕 2
)

.

引理 3 令
s 一 、 , 。 A .

丁;
( . ,

!

}
2
+ ! , 2

一)d , 一 2 ,

则 I 在 E
: x s 上的临界点满足

汾一 J
:

H
,

( r
,
x

.

夕 1 .

夕:
)

少 ,
=

·

, 2 ( H
, ,

( t ,
x

,

少 l ,

少: ) + 久少
:
)

乡
2
= 一 J

Z
( H

, 2
( `

·
x

,

夕 :
·

夕2
) + 又少 2 )

且 })
:
( r ) !

“
= }夕

2
( r ) }

2
= l

,

( x ( o )
.

夕 ,
( 0 )

,

夕2 ( 0 ) )
,

( x ( l )
,

夕 : ( 1 )
,
少 2

( l ) ) 任 L
.

引理证明可参见文 [ 6」中引理 2
.

3
.

2 定理证明

假定 h
,

H ) o
,

利用 H ( t
,
x

,
夕 , ,

少 2
)对 二 是周期的以 及 月 ( z

,
x

, f , a夕 , , 。 廿口夕 2
) = 万 ( r

,
x

,

y
, ,

y Z )
,

泛函 I ( x
,

y : ,

y
Z
)可约化为 T

”

X E
’ X A / S

`
上的泛函 I 嘴

.

x
,

y
, ,

y Z
)

.

这里有 E
l
= R

’ `

x EI
.

通过找泛函 (I 宁
,
二

,

y
l ,

y Z
)在 7’" x lE x A / S

’
上的临界点来证明定理

.

由于 I “
,
x

,

y
: ,

y Z
) 既 不是上 方有 界也 不是 下方 有 界

.

负空 间的 维数 是 无穷 的
.

文 中采 用有 限维

G a

ler ik n
逼近的方法求 I (泞

,
x

,

y
, ,

y
Z
)的临界点

.

为此
,

需要引进一些记号和定义
.

对 自然数 k
,

定义

E卜 { x 任 E
,

lx = 习
a ,尸 , .

一 ,
1

矛
,

= 2;r *
· 。 ` ,

l , 1镇 k }

A*
~ { y任川 y 任 s aP n( fI 儿 f = 产 f

,

} ,,I 镇 k} }
,

5
.
= S 门A

,
.
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I
*
(泞

·
x

,

少 , ,

少:
) = I (泞

·
x

,
夕: ,

少 2
) l了一小

、 , , 、 ,
.

定义 1 称 I传
.

x
,
少 : ,

夕 2
) 在 7

’ ”

X E
’ X S / S

’
上满足 ( p

.

s )
’

条件
.

若 (右
, ,

x * ,
夕 . * ,

夕 2,
) e

7
’ ”

火 E孟X S
,

/ S
’

满足

I
,
(右

, ,
x , ,

少 , , ,
少 2 ,

)有界
,

I
` *

(泞
. ,

x , ,

少 1, ,

夕2*
) ~ 0

,

则 (右
* ,

x , ,
少 L* ,

夕 2*
) 中存在收敛子 ylJ

.

命题 1 设 H (t
,
x

,

y
, ,

y Z )是 lC 有界的
.

则 I “
,
x

,

y
, ,

y
Z
)在 尹 又 lE x S S/

`
上满足

(尸
·

S )
’

条件
.

证明 设 I
,
(乞

,
x 。 ,

少 , , ,
夕 2*

)有界
,

I
` ,

(泞
* ,

x , ,
夕 l , ,

夕 2 .
)一 0

.

我们先证 { x
*

}有界
.

事实上
,

由于
_ ,

.
、 二

J 「l , , `

l
’

k
. 二

L七
, x ,

y
, ,

y
: ) = 八 : x 一 下 L I 月 L t 次 十 x ,

y
: ,

y
Z ) d t )

口入 J O

以及 H 是 e 有界的
.

不难看出
,

存在整数 k。 .

常数 C
: ,

R
,

使得当 k ) k。

时有

!} r
*

.二

}} ) C
,

}} x }!
,

当 }} x 11> R
,
x 〔 E 4

由于 I
` 。

(泞
。 ,

x . ,
y : , ,

y
Z ,

)~ o
,

从而有 I
`二 ,

(泞
. ,

x 。 ,

y
: 。 ,

y
2.

)~ 0
.

从而有 {二
,

}有界
.

剩下的证明类似于文 [ 7」中命题 2
.

1
.

证毕
.

令 A亡记 A :

的正空间
,

用 S洁记 5
.

门A广
.

用 E ` +

记 A :

的正空间
,

E 孟
+

= E止门E , +
,

容易

看出 S
,

/ S
’

为 ( Zk + l ) ( m + 1 ) 一 l 维复投影空间
,

S广/ S
’

为 汤( n , + l )一 l 维复投影空间
,

从

而存在非零奇异同调类

[ Z
:

〕( 〔2
2

〕( … ( 〔Z
` ( , , , + 1 ,

〕

其中「Z
`

」〔 H
.

( T
”

x 鲜 x s
,

/ S
’ ,

T
”

x 尽 x s
.

/ S
`
\ T

”

x E孟
十 x s 广/ S

’
)

,

[ Z 」< 「。 〕
.

意味着存

在 。 任万
`

(了
, ,·

x E孟x s
,

/ S
’
)

,

d im 。 > 0
.

使得 [ Z 〕= [ 。 j 自。
.

引理 4 设

C少
i n f s u P

a 任 [ Z
,

」 ( x
.

y ) 任 a
I

*
( x

,

少 )
,

i = l
,

2
.

…
,

k ( n ,
+ l )

则
,

l ) C少为 I
*
(二

,

y
, ,

y
:
)的临界值

.

2 ) C亨镇 C竺镇…镇 C立
` ” , 十 l )

.

3 ) ( l一 l ) 2 二一 N 镇C 少镇 21二
,

对 ( l一 1 ) ( n : + l ) ( i镇 l 物
,
+ 1 )

,

l = l
, ·

… k
,

N 为 H ( t ,

x
,

y
, ,

y
:
)的上界

.

引理的证明与文「5〕中引理 3
.

2 一样 (略 )
.

令 e
,

= 1i n C少

由 (尸
.

5 )
’

条件知
,

C
,

均为 (I 泞
,
二

,
y , ,

y Z
)的临界值

.

且有

2 ;r 一 N 簇C
,

镇…镇 C
, 、 。 . + : ,

簇 2 1二

定理证明 我们已经证明 I (二
,

y
, ,

y
Z )具有一列临界值满足

2汀一 N 毛 C
l

镇… 毛C
( ” ,+ : ,

蕊 21 犷
.

1一 1
,

2
,

…

和文「5〕一样
,

我们可以证 明 I (x
.

y
l ,

y
:
)至少有 m + 1 个临界点使得其相应的监界值

位于长度小于 2 二 的区间内
.

而这些临界点恰恰对应于 L 门中
;
( L ) 中的点

.

由于 I (二
·
y , ·

y Z
)

的 2 个临界点对应于同一相交点当且仅当相应的 人的差为 k0 ;r
.

因而有相应的临界值的差

为 k 。
2`

·
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