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各向异性固体光谱中的鞍点性质

余招
’

毙 莫 党

( 中山 大学物理学来
,

广州 5 1 0 2 7 5 )

摘 要 在分数维空间模型下
.

研究三维 (3 D ) 各向异性固体带间光谱的鞍点特性
,

得到

了鞍点邻近 区域电子能态密度和介电函数的解析表达式
.

并说明只能对其中一种类型鞍点

的光谱结构作适当阶数的分数微分处理后可以得到对称的洛伦兹线型
.

关键词

分类号

鞍点
,

能态密度
,

介电函数
.

分数维空间

0 4 3 3
.

3

自从发现 自相似结构的分形现象后
,

分数维度问题受到了广泛的重视
.

对各向异性

固体 由带间直接跃迁所致的介电函数的 V a n H vo
e
奇点结构进行分析处理

,

也可以确定

一种分数维度之’ 一 3二
,

这种在非分形体中出现的分数维度
,

与固体中电子晶格相互作用各向

异性程度相关
.

是一种动力学空间有效维度
,

它一般不同于固体的几何拓扑维度
.

过去处理介电函数谱的传统方法是求整数阶微分谱
,

以突出奇点附近的光谱结构
,

用

整数维奇点的理论公式拟合微分谱
.

获得一些能带参数
.

何星飞
、

莫党提出的分数微分

谱方法
.

对处理这类整数维临界点结构则更为方便〔’ 〕
.

再者
,

根据分数维空间模型的假设
,

在一阶近似下
.

3D 各向异性固体中的 lB oc h 电子态的元激发性质
,

可以用
a D l( < 口 <

3) 空间中各向同性理想气体 作等效的描述 z[]
.

文 「4〕 已经证明
,

在 a D 空间中
,

应用分

数微分谱方法处理极 小点附近 介电函数仍可得到对称的 L or e
nt

:
形

,

由此方便地确定能

带参数和维度值
a

.

而对 a D 极大点 iWJ 无此性质
.

本文继续在今数维空间模型下
.

讨论 3 D 各向异性 固体光谱中的鞍点性质
,

首先计算

鞍点的能态密度 阳相关的介电函数
.

然后说 明分数微分能否得到对称线型
.

1 鞍点的能态密度

对于 3D 各向异性固体
.

考虑用一个
a D (1 < a < 3) 分数维空间作等效的描述

,

其中

最多存在两种鞍点
.

分别设为 5
1

型和 S
:

型
,

显然在 a 一 3时
.

5
, ,

5
2

即为一般文献中所称

的 M
,

和 材
2

.
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在 a D 空间中
.

能态密度计算公式推广为
N ( E ) 一 ( ZV

.

/ ( Z
tt )

·

)

丁
,, Z
d

。

` “ : E 一 E (` )」
( l )

其中 V
。

为正点阵元胞体积
.

对 k的积分限于第一布里渊区 ( B Z )
.

d
.

k = 叮 ( a 一 1 ) l一
’
d P d l

其中 P
.

l 为 h向
口 D 空间中任一坐标轴的投影及其垂直分量

.

根据 S
:

型鞍点的等能面方程
.

从 ( l) 和 (2 ) 式出发
,

( 令ZV
.

= 2
. 二 .

)

k的体积元可写成
:

( 2 )

。 ( a ) 一 2二号/ r (

普
,

·

可以 得到其态密度表达式

告
· (
一

1 )

{
,

合
· (
一

1 )

{
。,

(少
a 一 2

/ 了夕
2
一 l ) d夕 E 妻 E g

厂不万
.

( 3 )

(少
` 一

丫 了夕
2
+ z ) d夕 E < E g

!
、 |||L

一一
、
,

户

E
扭了、

N

其中 E g 为鞍点处能隙
,

矿一 }E 一 E g }
,

K
`

为 B Z 边界最大波矢值
.

根据 (3 ) 式
,

可以证明在鞍点附近
.

即 “ 《 K
、

时
.

态密度有下列渐近形式

fA
N ( 艺 ) = 人

t 5

(￡一 ￡g )号
一 ’

( E g 一￡ )号
一 ,

( l < a < 2 ) ( 4 )

、 、 .产、 .产亡J内卜U了̀、了̀、、
!尸一 Q

N ( 艺 ) = 月
_

t尸一 5

( E 一 E g )号
一 “

( E g 一 E )号
一 ,

E 多 E g

E < E g

E ) E g

E < E g

( a = 2 )

( 2 < a < 3 )

N ( : ) 一告l。 ( 4二: / 一: 一 : g } )

`

其中 A 一冬「。 丫 r 碑妥竺门
.

「: 碑石竺 ) / r 碑丢鱼)
]

.

B 一冬衬
一 1: (

牛丑 )
,

尸一 二

宁

“
` J 匕 乙 乙 二 乙 `

K :
一 ’

/

[
`一 2 , r `

宁
,

」
, .

Q 一 [
! 号/ (

一
2 ) 〕厂 (

宁
) /
[
r (

宁
) 尸 (

宁
)

]
,

s -

:
! 号一 / ( a 一 2 ) 〕 厂 (

宁
,

·

显然
,

当
a
~ 1时

,

1
, , , , 、 、

_ 生

气了 L乙
心

一 乙 ) 2

艺

E ) E 、

E < E
x

( 7 )

了

l|七
,

|
、

一一
、少E

了.、

N

当~
3时

,

{
“ K

、

N ( E ) = 悦
{兀 ( K

*
一 了 E g 一 E

E多五渡

E < E g
( 8 )

因此在 a = 一
、

2
、

3时
,

态密度分别与 I D 极大点 ( P
,
)

、

ZD 鞍点 ( D
, )

、

3 D 鞍点 ( M
,
) 相

一致
,

即 S
,

型鞍点随
a
从 3减小到 1有下列变化规律

:

M
一

ee
D

-

一
P

,

图 1表示

表示为

a
变化时态密度从 M

:

向 D
:

转变的过程
.

对 a D S
:

型鞍点
.

态密度仍可类似地

. 、 , _ ,

「丫不万
_ _

、
一

_
、 ,

了叨 一 ` ’ a 一 `

」
。 灭y一 / 丫 ’

`

十 ` ’ ay 乙 笋 气 (9)

鲁
。 ( 。 一 l ) “一 {

“ “
`

( ,一 / 石兀万 ) d ,

` J I

E < E

lesesesesr,-/wleeeL

一一
、 .少

E
了.、
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我们仍可根据( ) 9式在 a《K
*

时的渐近表达式
.

得到 5
2

型鞍点随
a从 3减小到 1发生下列

变化
:

M
Z

一
D

I

一
P .,

这种鞍点随
a
的转化规律

,

与 M a s a
no

r i O k u y a m a
等人研究态密度随晶体各向异性变化

的结果相一致 5[]
.

2
.

SD

、
.

~
1

.

SD

的“`舀nU
.IL

一

0
.

6
一

0
.

4
一
0

.

2 0 0
.

2 0
.

4 0

法
一

尸
。

) 1 e V

图 1 不同
a

值下 S ,

型鞍点附近的态密度

F i g
.

l 块
n s i t y o f s t a t e s n e a r a 5 1 s a d d l

e p o i n r

w i t h
v a r io u s v a

l
u e s o f a

一

5
一
4

一、 一
2

一 1 0 1 2 , 4 5 6

口甘一

才
.
) z F

图 2 5 .

型鞍点附近介电函数虚部

F 19
.

2 T h e im
a g i n a r y p a r t o f r h e d ie l

e e t r i e

f
u n e t io n n e a r a

5
1 s a

dd le P o i n t

2 鞍点附近的介电函数

对 5
1

型鞍点附近的介 电函数
,

一般为
· (”

· ) 一 M
Z

/ ( ”
· ) 2

{
, ; Z

N ( E ) d E / ( E 一 “
一

` r )
( 10 )

其中
,

M
,

为跃迁矩阵元平方
,

积分区域 为第一布里渊区
,

P 为展宽参数
,

加 为光子能量
.

我们主要考虑临界点区域对介电函数的贡献
,

把其它范围的贡献视为背景项
,

因此可用

N ( E ) 的渐近形式代入 ( 10 ) 式计算
.

当2 < a < 3时
,

ǐ |||11

Ed￡ ( h
岁
) =
业些「
了石 一 J 、 乙 {

p 一 Q (￡ 一 ￡`
)号

一 ’

夕 ) 2
( h

夕:

M
2

E 一 h F
一 i r

d : +
{
气

J 乞 ` 一 ^ 孟

p 一 S ( E
`
一 ￡ )号

一 ,

E 一 h 夕 一 i r

K十艺人艺g
尸

I
J

ǐ ||||é

户成d卫1 「「
( h

“ )
乙

LJ

K凡 P 一 Q
t 万一 ’

( 1 1 )

K0
户

l
é

一
dt

r 一 月

尸 一 S砖
一 ,

r + 月

在上式变换过程中作了变量代换
,一 士 ( E 一 E

,

)
,

其中 月一加一 E `
+ i r

,

由于 p 一般较小
.

在所考虑区域内 月、 。
,

因此 K 孟》 }川
,

在此条件下可令 K 月~ 二来计算 ( 1 1) 式积分
,

只

保留与口有关的项
.

利用复变函数回路积分的方法
,

可以计算出上述积分

￡ ( h
F )

忽略常数项
,

把 尸
.

￡ ( h
F )

= [M
Z
/ (人, ) 2

] 〔一 p 二 i +

0
.

5 值代入得

( s + Q ,一 ) (二 /
5 1。

琴) 夕号
一 ,

] ( 1 2 )

乙

= [ c
。

/ ( h
, ) “ ] f ( a ) (入一 石、

+
; r )号

一 ’

( 1 3 )

其中 C
。

为常数
,

f ( a) 为与奇点类型相关的因子
.
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j
一

(a ) 一

对 1 < 口 < 2
.

同样可证 明

r ( z ) r

a 冗
、

。
_

.

, 一 口一 1
、

~
,

3 一 a
、

\
.

_ 。 二

( l /
5 in 等 ) [ l + 1二 /尸 ( 二下止 ) I’ (气二 ) ] i

一 o

」、 1 ,

一 2
·

` 人 ·

(一
`

2
’ 一 ’

2
’

)
’

( 1 3 )
、

( 1 4 ) 两式成立
.

根据 g a m m a 函数的性质

( 1一 z ) = 兀
/

5 i n z 冗

( 1 4 )

( 1 5 )

则 (1 4 ) 式可改写成

f ( a ) = i卜
·

对 S
:

型鞍点
,

可根据

( 1 3 ) 的形式
,

只是 f ( a )

f ` · , 一

(
1

( 1 6 )

(8 )
、

( 1 1) 作类似的计算
,

在鞍 点附近介 电函数仍可写成

改变 为

/· ·̀

譬)[
`一 +

(
· / p `

宁
, r (

宁
,

)]
一 `一

( 1 7 )

综上所述
, a D 中鞍点附近介电函数可表示成 ( 13 ) 式的形式

,

其中 f ( a) 扩展定义为
厂 ` 。 、 _

J
` ’ 一 ’

( a D S
I

型鞍点 , ( 1 8 )

}i
一 ’

( a

DS
Z

型鞍点 )

从 ( 1 3 ) 和 ( 1 8 ) 两式看出
,

当 a
为整数 l

、

2
、

3时
,

5
1

附近介电函数分别相应于 M
, ,

D
, ,

尸 l

的形式
,

而 5
2

则对应于 M
: ,

D
:

和 尸。

形式
.

图 2所表示的是不同 a
值下 5

1

型鞍点附近介

电函数虚部的情形
.

3 分数微分谱

下面对 ( 1 3) 式所示的介电函数求 a/ 2阶微分
,

关于求 a/ 2阶微分的计算方法
,

可参

考文献 「6 ]
,

经过冗长的计算
,

得到
:

当 加一△》 }月}时
,

d
o 厂

2 ￡ (h
F )

d ( h
F
一乙 )

口厂“

_
. , 、

.

_ _ 八 _
,

~
, 、

二 1
一 C

·

J 吸a , ` “

祥
`

一 t : g 气a , L石石二瓦耳亏了」 以 , ’

其中 △ 为分数微积分区间的起点能量值
,

c
` 。

为常数
,

g (a ) 的形式为

g 、。 ) 一

{:
一 (

a
D S

:

型鞍点 )

( a D S
Z

型鞍点 )
( 2 0 )

从 ( 1 9 )
、

( 2 0) 看出
,

只有对 a D S
:

型鞍点的介电函数求 a/ 2阶微分
,

能得到对称 L or e n tz

谱形
,

对 a D S
Z

型鞍点则不可能
,

除非
a
为整数

.

图3和图 4分别为
a 一 1

.

5时 S
,

和 5
2

附近介

电函数及其 0
.

75 阶微分谱
.

a() k
e b(j lm

把石力召喊兮色
z勺

物或力砚书全忆

一
6

一
4

一

2 0

阴岁
子

,

) l 「

一

6
一

4
一

2 0

口甘
一

万
。
) I f

图 3 5 ,

型鞍点附近介 电函数 (曲线 I ) 和微分谱 ( 曲线 l )
,

( a )

F 19
.

3 T h e d ie l
e e r r ie f

u n e t o n ( e u r v e l ) a n
d it s

d
e r iv a r一v e s p e e t r a ( c u r v e

实部
.

( b) 虚部

I ) n e a r a
s

; s a
d d l

e P o in r
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z勺c(j Re

把求裂阅之金

1l
勺

一

6
一

4
一

2 0 2 4

必甲一万
,

) l r

6 0 2 4 6

动甲
一

万
。
) / f

图 4 5 :

型鞍点附近介电函数 (曲线 王 ) 和微分谱 (曲线 I )
.

( c ) 实部
.

( d)

F 19
.

4 T h
e
d ie l

e e z r ie f
u n e 育io n ( e u r v e l ) a n

d it s
d

e r iv a r iv e s p e e r r a ( e u r 、
,
e l ) n e a r a

虚部

S
: s a

d d l
e p o in t

从图 3可以看出
,

对 ￡ (h
, ) 实部的微分可得到对称线型

.

相应地其虚部的微分结果

仍可看成洛伦兹分布
,

只是应属于反对称型的
.

图 4中则看不到对称的线型存在
.

至于微

分后曲线前端的一些翘起
,

主要是因为分数微分与起点的选择有关
,

偏离起点越远的部

分
,

受起点的影响越小
本文的结果说明

,

对各向异性固体中带 间光谱进行分数微积分处理时
.

并不是所有

的 V a n H o v e 奇点附近都可得到对称的 L or e
nt

z
线型

.

因此确定固体的能带参数和维度

时
,

要注意奇点的类型和维度
.

用分数微积分方法研究离子注入硅的损伤效应己’ 〕和分析导

电聚合物 P A N 的椭偏光谱
仁5」,

都说明这种模型和方法在一定范围内是合理而有效的
.

也

证实了极小点和 S
:

型鞍点可应用分数微分谱方法获得对称线型的结论
.

但对 S
:

型鞍点和

极大点的结论还有待实验上的证实
.
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各向异性 固体光谱中的鞍点性质 3 5
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