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水文频率线型选优的最小信息熵准则*

黄克中　　张金阳* *

(中山大学城市与资源规划系 , 广州　 510275)

摘　要　根据信息熵的基本概念 ,提出了最小信息熵准则作为水文频率线型选优的判别标

准 ,给出了推导频率分布信息熵的一般方法 ,及各种信息熵的计算公式 ,最后举出应用算例 .
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线型选择和参数估计是水文频率计算中的两大问题 . 迄今 , 关于参数估计方法已有

较多的研究 ; 对线型选择的研究却遇到较大的困难 , 水文频率应服从何种分布 , 在理论

上尚缺乏充分论证 . 世界各国多以样本资料为据 , 经过大量的适线分析、 总结经验 , 选

用符合本国大多数水文系列的线型 [1～ 3 ] . 当然 ,由于水文频率分布具有很大的地域性 ,在

一个幅员广大的国家里 , 也可能同时使用其他线型
[4 ]

. 在我国 , 自 80年代以来 , 随着水

文资料的增加和电子计算机的广泛使用 , 对线型问题重新进行了检验和评价 [5～ 10 ] . 其中

有人建议使用通用性很强的四参数普遍Γ分布 (简称四参数Γ分布 ) [ 7～ 9 ] .

我国水文界对线型的优选通常是以资料点据与理论频率曲线配合良好作为准则 ; 但

由于 “配合良好”的概念具有模糊性 , 结果会因人而异 ; 因此 , 人们继而将之定量化 , 以

水文变量的绝对离差和 (或离差平方和 ) 最小作为准则 . 在此基础上 , 为了反映资料点

据与所配曲线在纵横坐标两个方向上的拟合情况 , 文 〔6〕 补充了 “频率绝对离差和最

小” 准则 . 大量的适线工作表明 , 有时不同线型的绝对离差和彼此相差不大 , 但曲线外

延后的水文变量却相差较大 . 文 〔11〕的研究证实了在绝对离差和准则下 , 拟合优度与

设计值精度之间是零相关 ; 而在离差平方和准则下 , 两者相关较小 . 值得注意的是 , 文

〔12〕曾根据信息熵理论 , 将频率分布的理论熵与经验熵的绝对离差和作为准则。利用信

息熵进行拟合是一种新的尝试 , 然而遗憾的是 , 由于水文样本系列一般较短 , 点据的间

距又很不均匀 , 导致在作频率直方图时所取的组间距具有较大的任意性 , 从而使经验熵

和理论熵都难以确定 ; 因此 , 该准则至今未见付诸应用 . 本文试图应用信息熵的基本概

念 , 提出一个线型优选准则 , 给出了推导水文分布信息熵的一般方法及各种水文常用分

布的信息熵计算公式 , 并举出应用算例 .
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1　线型优选的信息熵最小准则
设 x代表某一随机系统的离散型随机变量 ,系统处于状态 x i ( i= 1, 2,… ,n )的概率为

p (x i ) , 则系统的信息熵 H表达为 [13 ]

　　　　 H = - ∑
n

i= 1

p (xi ) lnp (xi ) ( 1)

如果状态变量 x是连续型 , 式 ( 1) 改写为

　　　　 H =∫
∞

-∞
f (x ) lnf (x ) dx ( 2)

式中 , f (x )是概率密度函数 .

为了给出由式 ( 1) 定义的信息熵的实际意义 , 设 P ( xi|x i )是在已取得一个样本 x i

以后 , 系统处于状态 xi下的 (后验 ) 概率 . 样本所提供的信息量定义为 ln [p ( xi|x i ) /p

(xi ) ] , 如果样本的信息量愈大 , 则比值 p (xi|x i ) /p (x i )愈大 ; 如果观测得到的样本资料

完全没有误差 , 则 p (x i|x i )= 1, 所提供的信息量为 - lnp (x i ) . 因为 0≤ p (xi )≤ 1, 故当

p (xi )愈小 , 样本资料所提供的信息量愈大 . 由此可见 , 由式 ( 1) 所定义的熵 H是在随

机试验系列进行之后样本资料所提供的平均信息量 . 由于平均信息量的增加就是系统状

态不确定性的减小 , 所以信息量的大小同时也是随机试验系列之前系统状态不确定性的

量度 . 确定系统所需的信息量愈大 , 系统的不确定性愈大 ; 反之 , 确定系统所需的信息

量愈小 , 系统的不确定性愈小 .

将上述概念用于水文线型选优的思路如下: 对考虑的线型 , 利用样本资料对参数进

行估计 , 得到了概率密度分布曲线 ; 显然 , 这时得到的分布仍然是一个随机系统 , 具有

不确定性 . 该系统在没有获得新信息之前 , 所具有的信息熵愈小 , 则不确定性愈小 . 因

此 , 可以选择几种可能适用的线型 , 利用相同的样本资料 , 分别对各线型的参数进行估

计 ,并求出各自的信息熵值 ,其中信息熵最小的频率分布曲线即为最优的频率分布曲线 .

这就是线型选优的最小信息熵准则 .

2　信息熵的计算
为了应用最小信息熵准则 , 必须给出各种常用线型的信息熵计算式 , 它们可以由理

论推导得到 , 文 〔13〕对此给出了一些结果 . 在此基础上 , 本文给出了通用的推导方法 ,

并从四参数Γ分布出发 , 导得了该曲线族的信息熵通用计算式 . 此外 , 也给出了别的常

用分布的信息熵计算式 .

推导信息熵的一般方法和过程如下: ①由已知的概率密度分布反求约束条件 ; ②应

用最大熵原理 , 建立以拉格朗日乘子表达的概率密度函数 , 以及线型参数与拉格朗日乘

子的关系 ; ③通过各个拉格朗日乘子之间的偏导数关系 , 建立参数估计方程 ; ④通过信

息熵的基本定义式和以拉格朗日乘子表达的概率密度函数 , 建立信息熵的计算式 .

由于四参数Γ分布包含了 P-Ⅲ型等多种常用水文分布
[ 8, 14]

, 所以这些同族分布的信

息熵可以作为四参数Γ分布信息熵的特殊情形而得到 . 由于对数正态分布和极值Ⅰ型分

布的离均系数值分别与四参数Γ分布当 b= 10和 b= 10, Cs= 1. 139时的离均系数值近似

相等 [ 8, 15] ,所以当进行线型选优工作时 ,也可以近似地将这两种分布作为四参数Γ分布的
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特殊情形而得到它们的信息熵 ; 当然 , 也可以从它们各自的概率密度函数出发 , 求得它

们精确的信息熵计算式 .

已有的研究
[9, 10 ]
表明: 在四参数Γ分布曲线族范围内的线型选优已转化为该分布的

参数估计工作 . 也就是说 , 在该曲线族范围内的最优线型就是四参数Γ分布 . 因此 , 在

进行线型选优工作时 , 应该选择四参数Γ分布作为一种供比较的线型 , 而不需要再选择

与它同族的线型了 ; 余下就再选用一些与它非同族的线型以供比较 , 其中最常用的是对

数 P-Ⅲ型 . 为了节省篇幅 , 下面只以推导四参数Γ分布的信息熵计算式为例 , 来说明推

导的方法和过程 ; 对其他分布 , 将直接给出结果 .

四参数Γ分布的概率密度为

f (x ) = U
T

(x - c)
( a /b ) - 1

exp [- U(x - c )
1 /b

] / [bΓ(a ) ]　　 c≤ x < ∞ ( 3)

对 ( 3)式取对数 ,有

　　　　 lnf ( x ) = TlnU+ (a /b - 1) ln(x - c) - ln [bΓ(T) ] - U( x - c)
1 /b

( 4)

式 ( 4)两边乘以 [- f (x ) ]再积分 ,有

　　　　 H [ f ( x ) ] = -∫
∞

c
f ( x ) lnf (x ) dx = - {TlnU- ln [bΓ(T) ] }∫

∞

c
f (x ) dx +

　U∫
∞

c
(x - c ) 1 /b

f ( x )dx - (T/b - 1)∫
∞

c
ln(x - c ) f ( x )dx ( 5)

通过考查上式 ,便得约束条件

　　　　∫
∞

c
f (x ) dx = 1 ( 6)

　　　　∫
∞

c
(x - c) 1 /b

f ( x ) dx = E [ (x - c) 1 /b ] ( 7)

　　　　∫
∞

c
ln(x - c) f ( x )dx = E [ln( x - c ) ] ( 8)

应用最大信息熵原理来求概率密度函数 f (x )的问题是一个条件泛函求极值问题 ,可利用

拉格朗日方法 .引入拉格朗日乘子 (λ0- 1) ,λ1 ,λ2 ,由式 ( 3) , ( 6～ 8)得无条件泛函 F及 F

的变分WF为

　　　 F [f (x ) ] = -∫
∞

c
[ lnf (x ) + (λ0 - 1) + λ1 ( x - c) 1 /b + λ2 ln( x - c) ]f (x ) dx

　 δF [ f ( x ) ] = -∫
∞

c
[ lnf ( x ) + λ0 + λ1 (x - c) 1 /b + λ2 ln( x - c ) ]Wf (x ) dx = 0

便得具信息熵意义的概率密度函数

　　　　 f ( x ) = exp [- λ0 - λ1 (x - c )
1 /b

- λ2 ln( x - c ) ] ( 9)

将式 ( 9)代入式 ( 6)有

　　　　 λ0 = ln∫
∞

c
( x - c )λ2 exp [- λ1 (x - c) 1 /b ]dx ( 10)

对上式中的积分作变量置换

　　　　 x = ( y /λ1 )b + c ( 11)

并注意到Γ函数的定义 ,积分后取对数得

　　　　 λ0 = ln{Γ[b( 1 - λ2 ) ] } - ln( 1 /b ) - b( 1 - λ2 ) lnλ1 ( 12)

如果将式 ( 12)代入式 ( 9)有

　　　　 f ( x ) = exp{- ln [Γ(b( 1 - λ2 ) ) ]+ ln( 1 /b ) + b( 1 - λ2 ) lnλ1
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　 -λ1 (x - c )
1 /b

- λ2 ln(x - c) }

= {Γ[b( 1-λ2 ) ]* b}- 1λb1
( 1-λ

2
)
( x- c) -λ2 exp [-λ1 ( x- c) 1 /b ] ( 13)

令λ1= U,λ2= 1- (a /b)即 1-λ2= a /b,有

　　　　 f ( x ) = {UT / [bΓ(T) ] } (x - c) (a /b ) - 1exp [- U( x - c ) 1 /b ] ( 14)

式 ( 14)与 ( 3)完全一致 ,故推导无误 .

对式 ( 10) , ( 12)分别取 / λ1 ,经化简整理 ,有等式

　　　　
 λ0

 λ1
= b(λ2- 1) /λ1= - E [( x- c)

1 /b
]

即　　　　　T/U= E [ (x - c ) 1 /b ] ( 15)

对式 ( 10) , ( 12)分别取 / λ2 ,经化简整理 ,有

　　　　
 λ0

 λ2
=
 Γ[b( 1 - λ2 ) ]

 λ2
+ blnλ2 = - E [ln( x - c ) ]

可改写为

　　　　 b [j(a) - lnU] = E [ln( x - c) ] ( 16)

式中 ,j(a)为普西 ( Digam ma)函数 .

同理 ,对λ0分别取
 

2

 λ
2
1
和
 

2

 
2
λ2

,可得如下两个方程

　　 b( 1 - λ2
2 ) /λ2

1 = Var [ ( x - c ) 1 /b ]　　即T/U2 = Va r [ ( x - c) 1 /b ] ( 17)

　　b
2 d

dT
j(a ) = Var [ ln(x - c ) ]　　即 b

2∑
∞

k= 0
(T+ k )

- 2
= V ar [ ln(x - c) ] ( 18)

式 ( 15～ 18)即用于求解参数的普遍Γ熵法方程组
[ 14]

.由式 ( 9)有

　　　　 lnf ( x ) = - λ0 - λ1 (x - c ) 1 /b - λ2 ln( x - c ) ( 19)

式 ( 9)代入式 ( 5)有

　　　　 H= λ0+ λ1E [ (x- c )
1 /b

]+ λ2E [ ln(x - c ) ] ( 20)

式 ( 12)代入式 ( 20)有

　　　　 H = lnΓ(T) + lnb - TlnU+ UE [ (x - c ) 1 /b ]+ [1 - (T/b ) ]E [ln( x - c) ]

即　　　　　 H = ln [bΓ(T) /UT ]+ UE [ (x - c ) 1 /b ]+ [1 - (T/b) ]E [ ln(x - c) ]

( 21a )

以式 ( 15)和 ( 16)代入上式有

　　　　 H = ln [bΓ(T) /UT ]+ T+ (b - T) [j(T) - lnU] ( 21b)

式 ( 21a) 或 ( 21b) 为四参数Γ分布的信息熵计算式 .

表 1给出与四参数Γ分布同族 (或近似同族 ) 的 5种常用分布的信息熵计算式和与

它非同族的对数 P-Ⅲ分布的信息熵计算式 .

表 1　与四参数Γ分布同族或非同族的常用分布的信息熵
Tab. 1　 The info rma tion ent ropy formulas of th e four- par ameter g amma generalized distribution family

( o r non- family )

与四参数Γ

分布的关系
线　型 　概率密度函数 f ( x ) 　熵法参数方程组 　信息熵 H

同　族

b= 1

P-Ⅲ分布

UT( x- c)T- 1exp[ -U( x- c ) ] /

　Γ(T)

参数　T> 0,U> 0, 0 < c < x

T/U= E ( x ) - c

j(T) - lnU= E [ln( x- c) ]

T/U2= Va r( x - c )

ln [Γ(T) /UT]+ T+

　 ( 1- T) [j(T) - lnU]
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　　　 (续表 1)

与四参数Γ

分布的关系
线　型 　概率密度函数 f ( x ) 　熵法参数方程组 　信息熵 H

同　族

b= 1, c= 0
Γ分布

UTxT- 1exp( -Ux ) /Γ(T)

参数　T> 0,U> 0

T/U= E ( x )

j(T) - lnU= E ( lnx )

ln [Γ(T) /UT]+ T+

　 ( 1- T) [j(T) - lnU]

同　族

U= T/d1 /b

c= 0

克 -门分布

TTx (T/b)- 1exp [- T( x /d ) 1/b ] /

　 [ dT/bbΓ(T) ]

参数　b> 0,T> 0, d> 0

d1/b= E ( x 1/b )

b= [E ( lnx ) - lnd ] /

　 [j(T) - lnd ]

d2/b /T= Va r( x 1/b )

ln [bdT/bΓ(T) /TT]+ T+

　 ( b - T) [j(T) - ln (T/

d1 /b) ]

近似同族

b= 10

对数正态

分布

离均系数Hp 与四参数Γ分布

相近

T/U= E [x- c) 1 /10 ]

10[j(T) - lnU]= E [ln( x- c) ]

T2 /U= Va r[ ( x- c) 1 /10 ]

ln [ 10Γ(T) /UT]+ T+

　 ( 10-T) [j(T) - lnU]

近似同族

b= 10,

Cs= 1. 139

(即T= 740)

极值 I型

分布

离均系数Hp 与四参数Γ分布

相近

740 /U= E [ ( x- c) 1 /10 ]

10[j( 740) - lnU]=

　 E [ln( x- c) ]

ln [ 10Γ( 740) /U740 ]+ 740-

　 730[j( 740) - l nU]

非同族
对数 P-Ⅲ

分布

[ y- c) /a ]b- 1 exp [ - ( y - c ) /

a ] /

　 [axΓ( b) ]

其中 y= lnx

参数　a> 0, b> 0, 0 < c< lnx

ab= E ( y ) - c

j(b)+ lna= E [ ln( y- c) ]

a2b= Va r( y )

ln [abΓ( b) - ( c /a) ]+

　E ( y ) ( a+ 1) /a-

　 (b- 1)E [ln( y- c ) ]

3　应用算例
从我国水文年鉴上摘录了 14个样本系列 ,水文变量包括年最大洪水流量和年平均流

量 , 应用最小信息熵准则进行线型选优 . 参加选优的线型是四参数Γ分布和对数 P-Ⅲ分

布 . 此外 , 为了证实在四参数Γ分布族中 , 四参数Γ分布是最优的 , 也同时将 P-Ⅲ分布

和对数正态分布参加比较 . 在计算中 , 为了避免受不同的估计参数方法的影响 , 现全部

统一使用熵法 (估参方程见表 1) .参加优选的各种线型的信息熵值及选优结果见表 2,结

果表明 , 各站均为四参数Γ分布最优 . 从表 2中任选两站绘出几种线型的频率曲线 (见

图 1和图 2) , 可以看到它们在拟合处延时的不同情形 , 其中关于四参数Γ分布频率曲线

的求作方法见文献 〔17, 18〕.

表 2　不同线型的信息熵
Tab. 2　 The compa risons betw een th e information entropy values o f different distributions

河 名　 站名　 变　量
样本

容量

信息熵 (单位: nat )

四参数Γ
分布

对数 P-Ⅲ

分布

P-Ⅲ

分布

对数正态

分布

最优 线型

松花江 哈尔滨 年平均流量 78 7. 537 7. 574 7. 537 7. 571
四参数Γ及　

P-Ⅲ分布　

黄河 循化 年最大流量 25 7. 800 7. 830 7. 813 7. 842 四参数Γ分布

渭河 华县 年平均流量 45 5. 960 6. 038 6. 000 6. 038 四参数Γ分布
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　　　 (续表 2)

河 名　 站名　 变　量
样本

容量

信 息熵 (单位: na t)

四参数Γ
分布

对数 P-Ⅲ

分布

P-Ⅲ

分布

对数正态

分布

最优 线型

长江 汉口 年平均流量 115 9. 426 9. 492 9. 498 9. 490 四参数Γ分布

漠阳江 双捷 年最大流量 26 7. 882 7. 997 7. 966 8. 007 四参数Γ分布

大通河 享堂 年平均流量 31 4. 255 4. 327 4. 321 4. 338 四参数Γ分布

郁江 南宁 年最大流量 33 8. 920 9. 003 8. 984 9. 012 四参数Γ分布

郁江 南宁 年平均流量 33 7. 199 7. 209 7. 206 7. 224 四参数Γ分布

北江 石角 年最大流量 31 9. 362 9. 539 9. 469 9. 539 四参数Γ分布

北江 石角 年平均流量 31 7. 250 7. 327 7. 301 7. 333 四参数Γ分布

东江 龙川 年最大流量 33 8. 526 8. 569 8. 666 8. 603 四参数Γ分布

东江 龙川 年平均流量 33 5. 565 5. 653 5. 574 5. 678 四参数Γ分布

西江 梧州 年最大流量 39 10. 268 10. 431 10. 376 10. 433 四参数Γ分布

西江 梧州 年平均流量 39 8. 558 8. 679 8. 646 8. 685 四参数Γ分布

图 1　东江龙川站年最大流量不同理论频率

　　 曲线比较

Fig . 1　 The com pa risons betw een the hydrolog ic

　　　 frequency curv es of annua l max imum

　　　 discharg e on Longchuan Sta tion o f

　　　 Eastern River

　　　　

图 2　黄河循化站年最大流量不同理论频率

　　 曲线比较

Fig. 2　 The comparisons be tween the hydro lo gic

　　　 fr equency curv es o f annual maximum

　　　 discha rg e on Xunhua Sta tion o f Yellow

　　　 Rive r

本文由信息熵的基本概念出发 ,摒弃了传统的以资料点据与频率曲线拟合的概念 ,提

出了最小信息熵准则作为水文频率线型选优的判别标准 , 这是一个新的尝试 . 最后还应

强调 , 使用本准则的基础仍然要求样本资料对总体有足够代表性 ; 同时 , 应从当地的水

文等自然地理条件对判别结果 (特别是外延情形 ) 的合理性进行分析 .

13增刊　　　　　　　　　黄克中等: 水文频率线型选优的最小信息熵准则
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Criterion of M inimum Entropy fo r Optimizing th e

Hydro logic Frequency Dist ribution

Huang Kezhong
 　 Zhang J inyang

Abstract　On the basis o f the informa tion entropy concept, the criterion o f minimum in-

forma tion entropy is proso sed as a standa rd fo r optimizing the hydrologic f requency dis-

tribution in the paper. In view of the dem and fo r calcula ting the entropy values, w e also

giv e the generali zed derivation method o f the inform ation entropy and the info rmation

entropy form ula of some useful h ydro logic f requency s. Fourteen practical exam ples are

giv en at last.

Keywords　hydrolo gic f requency , option o f distribution function, information entropy ,

four-pa ram eter g enerali zed gamm a dist ribution
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