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摘 要 设 G 是具有二分类 ( x
,

)Y 的 2 连通等部偶图
.

如果对 G 中每一个顶点 。 ,

H 是

G 中与 v 距离为 2 和 3 的所有顶点导出的子图
,

并且对于 G 中每一个与
。
距离为 3 的顶点

u ,

u
在 H 中的度数 d H ( u) 不小于距离

v

为 2 的顶点的数 目减去 d(
` ( v) 一 2 )

,

则 G 是 aH m il ot n

图
.

其中 d H ( u) 的下界不能改进
.

关键词 局部条件
,

偶图
,

H
a m il ot 。

图

分类号 0 1 5 7
.

5

本文中讨论的图都是有限
、

无向和简单的
.

图 G 称为泛圈的
,

是说对于每一个整数
n ,

3簇 n 镇以 G )
,

G 中有长为
n
的圈

.

一个偶图 G一 (X
,

Y ) 称为等部偶图
,

是说 }X ! ~

}Y 1
.

设 C 是 图 G 中的一个圈
.

我们给 C 设定一个方向
.

设 x 是 C 上的一个顶点
,

用 x 十 ( C )

表示 C 上在 C 的方向上 x 的后继顶点
.

令 x + ’
( C ) = x + ( C )

,
x + K ( C ) = ( x + ( K一 ` ’

( C ) ) + ( C )

k( ) 2)
.

用 x 一 ( C )表示 C 上在 C 的方向上 x 的前趋顶点
.

令 x 一 `
( C ) 一 x 一

( C )
,

x 一奋 ( C ) ~

( x 一 `几一 ` ’ ( C ) ) 一 ( C )
.

在不引起混淆的情况下
,

用 x + 盛

表示 x 十几 ( C )
,

并用 x 一表示 x 一 几 ( C )
.

设
v 任V ( G ) \ V ( C )

,

定义 N ` ( v ) = N ( v ) 门V ( C )
.

并定义 N广
毛 ( v ) = { x + `

( C ) lx 任 N ` ( v ) }和

N户 v( ) 一 { x 一 `

(C ) }x 任Nc v( )}
.

设 x 和 y 是 C 上两个不同的顶点
.

我们用 C 十 〔x
,

刃表示

按照 C 的方向 C 上从 x 到 y 的路径
,

用 C 一 〔x
,

刃表示按照 C 的逆方向 C 上从 x 到 y 的

路径
.

设
v
是 G 中一个顶点

,

定义 N
*

( v) ~ {刘 x 任 V ( G )且 d v(
,

x) 一 k}
.

设 G 和 H 是两个

图
,

满足
:

E ( G ) 门E ( H ) 一 必
.

用 G十 H 表示这样的图
,

它的顶点集是 V ( G ) U V ( H )
,

边集

是 E ( G ) U E ( H )
.

所有本文未定义的术语和符号均引自 〔1〕
.

H a s r a t i a n 和 K h a e h a t r i a n
建立了 H a m i l t o n

图的第一个局部条件
〔2 〕

.

自文 〔2〕 发表

后
,

若干学者在 H a m ilt o n
图的局部条件方面做了不少工作

.

施容华在这方面得到了一批

成果
〔 3

,
` 〕 ,

他在 〔4 〕 中
,

引入 了 H a m il ot
n 图的散度条件

,

该条件几乎可以蕴含现有的所

有 H a m i l t o n
图的局部条件

.

A ld r e d
,

H o l t o n ,

娄定俊和施容华
〔 , ,最近证明 T

,

在散度条

件下
,

一个图或者是泛圈的
,

或者是 K
n . n .

显然
,

现在的 H a m il ot
n
图的局部条件都不适
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合描述 H a m ilt o n
偶图

.

本文将给出一个 H a m il t o n 偶图的局部条件
,

并举出反例
,

说明该

条件已是最强的
.

定理 1 设 G 一 ( X
,

Y )是一个 2连通等部偶图
.

若对 G 中任意顶点
v ,

H 一 G 〔N
Z
( v)

U N
3
( v )〕且对任意顶点

u 任 N
3
(二 )

,

d
, ,

( u ) ) IN
Z
( v ) i一 d 。

( v ) + 2
,

则 G 是 H a m i l t o n 图
.

证明 设 G 一 ( X
,

Y ) 是满足本定理条件的 2 连通等部偶图
.

假设 G 不是 H a m il ot
n

图
.

设 C = a o b o a l b ,

… a , b。 a 。

是 G 中的最长圈
,

其中
a :

任 X
,

b
.

任 Y ( i = o
,

1
,

…
,

m )
.

我们给 C

设定一个方向
,

使得
a 广一 b

`

i( 一 。
,

1
,

…
,

m )
.

分以下两个情形讨论
.

情形 I G一 V ( C )中存在一个顶点数不小于 2 的分支
.

选取 C 使得 G 一 V ( C ) 中顶点数不小于 2 的最小分支的顶点数最少
.

设 R 是一个顶点

数不小于 2 的最小分支
.

设
u , v 任 v ( R )

,

满足 N
。

( v )尹必且 u v 任 E ( G )
.

令 N
;

( v ) = N ( v )

自V ( R )且 N
;

( u )一 N ( u ) 自V ( R )
.

( i ) N
c

( u )并必
.

设 N
。

( v ) = { v ; , v : ,

…
, v 户 }

,

N
;

( v ) \ { u } = {v ` , , v ` : ,

…
, v , g

}
.

再设 N
c

( u ) = { u l , u : ,

…
,

u :

}
,

N
;

( u ) \ {v } = { u ` : , u ` : ,

…
, u `

小 由于 G 的围长不小于 4 且 G 不含奇圈
,

{ u , 1 , u ` : ,

…
,

u ` ,

}门 {v ` , , v ` 2 ,

…
, v ` ;

}= 必且 ( N S( v ) U N J
Z
( v ) ) 自N

。 ( u ) = 曰
·

又由于 C 是最 长圈
,

( N 子

( v ) U N J ( v ) ) 自N
。

( u ) = 曰
.

若不然
,

设 v 广任 N广( v ) 自N
:

( u )
,

则 。 `
= 。 +

〔v 厂
, v ,

〕+ v i v u v , `

是 G 中比 C 长的圈
,

这与 C 的假设矛盾
.

同理
,

可由 N 厂( v) 自N
:

( u) 尹必导 出矛盾
.

若存在某个
u 厂任 N广( u )使得 杯

u
丈任 E ( G )

,

则 C
`

= C + 〔u 厂
, v l 〕+ v l v u u ,

+ C
一 〔u , , v 扩〕

+ v 扩u
广是 G 中比 C 长的圈

,

这与 C 的假设矛盾
.

若 v 亡与 N
;

( v) 中的顶点相邻
,

则 G 中有

比 C 长的圈
,

矛 盾
.

故
v 亡与 N J u( ) U ( N

*
(的 \{ 耐 ) 中任何顶点都不相邻

.

但 N 才u( ) U

( N
*

( v ) \ { u } )二 N
Z

( u )
.

注意到 v 亡任 N
3
( u )

.

由本定理的条件知
, v 丁至多与 d ( u ) 一 2 个

N
:

( u) 中的顶点不相邻
.

故

IN甘( u ) U ( N
*

( v ) \ { u } ) }毛 d ( u ) 一 2 ( 1 )

同理
, u 广与 N户( v) U ( N

;

u( ) \{ v} ) 中任何顶点都不相邻
,

并且

IN J ( v ) U ( N
*

( u ) \ {v

川镇 d ( v )一 2 ( 2 )

由 ( 1 )
、

( 2 )式

IN广( u ) U ( N
*

( v ) \ { u } ) i+ }N 厂 ( v ) U ( N
*

( u ) \ {v

川
= IN J 〔 u ) l+ }N

*
( v ) \ { u } l+ IN 亡( v ) }+ IN

;
( u ) \ { v }

= IN
c

( u ) I+ N
;

( u ) \ {v } I+ IN
:

( 二 ) l+ IN
*

( v ) \ { u } l

= }N ( u ) \ {v } }+ IN ( v ) \诬u } i

= ( d ( v ) 一 1 ) + ( d (
r

) 一 1 )

镇 ( d ( u )一 2 ) + ( d ( v ) 一 2 )
,

矛盾
.

( 11 ) 对任意
u 任N ( v ) V\ (。 )

,

N
`

( u ) = 曰
.

若存在某个
v ,

任 N C ( v) 使得
v 广

’
在N

。
v( )

.

那么
, v厂

2
任 N

3

v( )
.

注意 v广
, v 尸 不与 R

中任何顶点相邻
,

否则 G 中有 比 C 长的圈
.

若存在某个
v ,
任 N 。 ( v ) ( j 尹 i )

,

有 v广
2二厂任 E ( G )

,

那么用 C
,

= C + 〔v厂
2 , v ,〕+ v , v v ,

+

C
一

〔v : , v
广〕+ v

广
v 才

2

代替 C
.

这时有 {V ( C ) I= IV ( C
`

) 1
.

但 G一 V ( C `
)中含有一个分支 R `
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使得 V ( R
`

)里 V (尺 )且 2镇 }v ( R ,

) }< .v ( R ) l
,

这与 C 的选择矛盾
.

故
v广

,

不与任何 N广 ( v ) \ { v广}中顶点相邻
.

令 s = U
“ 。 、 ( t ,〕, 。 (: 。

( N ( u ) \ { v } )
.

则 s 里

N
Z

v( )
.

若
v尸 与 S 中的顶点相邻

,

则 G 中有一个 比 C 长的圈
,

矛盾
.

故
v尸 与 S 中任何

顶点都不相邻
.

由本定理的条件
, v 广

’
至多与 N

:

v( ) 中 d( v) 一 2 个顶点不相邻
.

故 I ( N广( v ) \ {v 广} ) U S I ( d ( v ) 一 2
·

从而

}5 .簇 ( d ( v )一 2 )一 IN广( v ) \ {v 广}一 ( d ( v )一 2 )一 fN
。

( v ) \ { v :

} {

= d ( v )一 2一 ( }N
。

( v ) 1一 1 ) = d ( v ) 一 }N
:

( v ) 卜 1 ( 3 )

设 “
是 N

;
( v) 中的一个顶点

.

这时有
v 广任 N

3

u( )
.

则 v厂与 N
*

v( ) \ {u} 中任一顶点不

相邻
,

否则 G 中有 比 C 长的圈
,

矛盾
.

但 N
;

( v) \ {u} 二N
Z
( u)

.

由本定理的条件
, v 广至多与

N
:

u( ) 中 d ( u ) 一 2 个顶点不相邻
.

所 以

IN
;

( v ) \ {u } l镇 d ( u )一 2簇 ( }S ]+ 1 ) 一 2

镇 ( d ( v ) 一 IN
`

( v ) ,一 1 )+ l一 2 = { N
;

( v ) \ { u } l一 1
,

矛盾
.

现在设对于任何
v `
任 N

`

( v )
, v 广

2
任 N

`

( v )
.

不失一般性
,

设 v 任 X
,

则 N
:

( v ) = 笼b。 ,

b , ,

…
,

久 }
.

由于 G 是 2 连通的
,

故 R 中存在长至少为 3 的路 尸 连接
v 和 C 上某个

a `

或 瓦
.

那

么 吞i _ I v + P 和 C + 〔a ; ,

占
, _ 1〕或 C + 〔b

, ,

b一 1

〕构成比 C 长的圈
,

矛盾
.

情形 2 设 G一 V ( C )中所有分支为孤立点
.

设 x 是 G一 V ( C ) 的一个孤立点
.

不失一般性
,

设 x 任 X
.

由于 G 是等部偶图
,

故 G一 V

(C ) 中存在另一个孤立点 y
,
y 任 Y

.

我们选取 C 使得 N
。

x( )中一个顶点与 N
。

(户 中一个顶

点在 C 上距离最近
.

若 C 上与 x 相邻的点 x 、
和 C 上与 y 相邻的点 y ,

距离为 1
,

即 x 于一 y l
.

则 y 任 N
3

(x )
.

注意 N
C

( x ) 一 N ( x )且 N甘(x )里 N
Z

(x )
.

由本定理的条件
,
y 至多与 N 厂(劝 中 d x( )一 2一 }

N广x( ) l一 2 个顶点不相邻
.

故存在某个 x :
任 N

。

x( )
,

使得 y x J 任 E (` )并且 x :

共 x l
.

从而

c’ 一 c 十 〔y , ,
x Z〕十 x Z x x ,

十 C
一

〔x , ,
x少〕+ x 犷yy

,

为 G 中比 c 长的圈
,

矛盾
·

设 x :

与 y 、

是 N
。

( x) 与 N
`

(力在 C 上的距离最近的顶点
,

但 二 ,

与 y ,

在 c 上距离大于

1
.

不妨设 C ? 〔x , ,

y
l 〕是 C 上连接 x ,

和 y ,

的最短路径
.

由于 二 任 X 且 y 任 Y
,

x 扩
’
告N

。
(妇

.

由于 x 尸任 N
3
( x )且 x 尸 至多与 N广x( )里 N

Z ( x) 中 d (劝 一 2 个顶点不相邻
.

故存在 x :
任

N
:

( x )
,

x Z

尹 x l

且 x 广
Z x 犷任 E ( G )

.

现在用 c `
一 C 十 〔x广

’ ,
x Z〕+ 处二二

1
十 C 一 〔x , ,

x犷〕+ x 子x 扩
2

代替 C 并且 x 丁( C )代替 x
.

则 x 亡
2
( C ) 任 N c( x +( C ) )

.

它在 C
`

上与 y ,

的距离比在 C 上 xl

与 y 飞

的距离近
.

这与 C 的选择矛盾
.

定理得证
.

以下我们给出一个反例
,

说明定理 1 中 d斌 u) 的下界不能改进
.

令

S
,

= { a : ; , a , : ,

…
, a : ,

} ( i = l
,

2
,

…
, n , n ) 4 且 m ) 2 )

.

作图 G 使得 V ( G ’ 一从￡ 且 E ( G ’ 一 a{ iaj +l(
l

川 `一 `
,

“
,

一
” 一 `

,

`毛 ,
,

走簇 m }
·

则 G 中

任一顶点
u
满足

: d爪 u) ) }N
Z
( v) l一 d

。
( v) + 1

,

其中
u , v ,

G 和 H 如定理 1 中所述
,

但 G

不是 H a m ilt o n 图
.

这是 因为删除 S
:

中的所有顶点
,

G 一 S
:

有 }S
:

! + 1 个分支
.

故定理 1 中

d H ( “ )的下界不能改进
.
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