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摘 要 给出一阶非线性分布参数系统的有限维惯性流形的存在性条件
,

得到了系统的滑

动棋方程式
,

并且讨论了通过取有限维反馈控制
.

娜到系统全局稳定性的条件
,

最后运用所

得到的结果解决一个工程上的热加工控制间题
.

关 . 词 惯性流形
,

全局吸引子
,

滑动模方程
,

热加工

分类号 0 175
·

2 9
,

0 2 3 ,
·

集中参数系统的变结构理论和方法 , 由于其具有对干扰的鲁棒性
、

能分解性及算法

简单等特点
,

在近几十年来已逐步形成了系统的和 比较完替的研究框架
,

并在电机和机

器人等复杂系统中有广泛的应用前景 (见 〔1〕 及其参考文献 )
.

然而
,

许多现代工程的

控制间题
,

如弹性振动系统的控制 (例如柔性机器人
、

空间飞行器等 ) 及温度场的控制

(如热处理系统等 ) 都是以偏微分方程来描述其状态变化规律的
,

因此
,

近年来
,

分布参

数系统的变结构控制理论与方法的研究越来越得到人们的重视
〔2

,

’ 〕 ,

但是
,

迄今为止
,

所

发表的文章墓本上是应用集中参数系统所采用的传统方法作平推性的研究
,

其缺点是
:

①

没有充分考虑分布参数系统的特点
,

例如
,

一阶分布参数系统的散逸性
,

二阶分布参数

系统的半群的非解析性等 ; ②在建立关键性的基本定理时
,

作了难以验证的假设
,

而这

些假设往往正是分布参数系统复杂性所引起的需要证明的难点所在 . ③所得的结果难以

在工程中实现
.

针对以上问题
,

本文应用无穷维动力系统理论
,

把一阶非线性分布参数系统的惯性

流形满足的方程作为滑动模方程
,

由于惯性流形是有限维的
,

这样就大大地改进了现有

的结果
,

并使控制可取为有限维形式
,

而所需的条件也明显地减弱
.

并易于验证
.

1 系统描述及惯性流形

考虑如下一阶非线性分布参数控制系统
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f d x ( t ) / d t + A x ( t ) + F ( x ( t ) ) = u ( t )
{

- - -

一
,

·
、 ,

一
’

- - 一

( 1)
l x ( 0) ~ x0

设 H ~ 刀 ( 。 )
,

v 〔 H仁 v
’ ,

v
,

H
,

v
.

的范分别用 }1
·

11
,

}
·

{
,

11
·

}
`

表示
,

算

子 A
:

V一 V
’

定义为

( A x
,

夕 ) = a ( x
,

少)
,

V x
,

夕任V

其中
a ( x

,

y )为 v x v 上对称
、

连续及强制的双线性型

a ( x ,
y )镇 a

}l x {}
·

1} y 日 V x
,

y 任 v

a ( x
,

夕 ) ) 。 {】x }}
2

V x 任 V ( 2 )

设 D ( A ) 一 x{ 任 v
:

A x 任 H }
,

则 A 是 H 上的无界定正 自共扼算子
,

且 A 一 `

是紧的
.

设

A。 ,
= 又

,。 , ,

j = 1
,

2
,

…

其中
,

吟 是 A 对应于特征值 几,

的特征函数
,

{。
,

}形成 H 中的正交基
,

及

o < 久
,

( 凡成…镇凡成… ~ + ` 当 j~ 十 co

现作如下假设
:

(万
1 )

:
F ( x ) = 尸

,
( x ) + F : ( x )

,

( F ( o ) ~ o )是定义在 D ( F ) 仁H 上 . 且是局部 L i p s e h i t z

的
,

F
:

是 H 上的极大单调算子
,

且 i nt D ( F ) 门D ( A )护口
,

F
Z

是 H 上的一致 iL p sc ih tz

映射
,

或者是局部 IL sP o ih tz 映射且一致有界
.

并具体假设
:

<F ( x )
, x >》 a l

}x }
’
一 a :

V x 任 H

<F ( x ,
)一 F ( x Z )

,
x : 一 x Z >) a 3

}x ,
一 x Z

}
’ ,

V x l ,
x Z任 H ( 3 )

其中
a ;

) O
, a :

和 a 3
是给定实数

.

在以下的假设下
,

关于 ( 3) 有如下的解的存在唯一定理
〔`

.

定理 1 1 )如果 x 。
任 H

, u 任 L , ( 0
,

T ; H )
,

则 ( 1 )有唯一解 x 任 C ( 0
,

T ; H )门W
`

’

2 (占
,

T ; H ) 门L , ( 0
,

T ; V ) ( 6 > 0 ) ;

2 )如果 x 。
任V

, u 任 L , ( o ,

T ; H )
,

则 ( 1 )有唯一解 x 任W
,

,

, ( 0
,

T , H )门C ( 0 ,

T ; V ) 门L ,

( 0 ,

T ; D ( A ) )
.

注 1 由定理 1 知
,

( 1) 具有强连续非线性半群 S ( t )
:

x0 ~ x ( t)
.

注 2 根据 ( H
l

)
,

可假定 F 满足如下的实质上比 ( H
l

)更弱的条件
.

}F x(
, )一 F ( x Z) .镇 C M }} x ;

一 x :
}}

.

V x : , x Z任 V
,

1l x ,

}1镇M
,

}l x :

l , ( M ( 4 )

定义 I E称为是系统 (1 )在 H (或 V )中的全局吸引子是指 E是 H (或 V )中的连通

紧集及关于 S (t )是不变的
,

且吸引 H (或 V )中任一有界集
.

下面我们将对 V ~ D ( lA
/ , )的情况进行讨论

,

此时
,

D ( A )紧嵌入于 V
,

关于系统 ( 1)

在 V 中的全局吸引子 E 的存在性有如下定理
〔̀

.

定理 2 在定理 1 之 2) 的假设下
,

并假定
u 任 L ` (0

,

co ; H )
,

则系统 (1 )在 V 中具有

全局吸引子
.

注 3 在定理 2 的假设下
,

系统 ( 1) 在 v 中具有吸收集 B (0
,

)P 仁 v ,

这里 B (0
,

)P 表

示 v 中以 。 元为球心
,

以 p 为半径的球
,

p 由下列式子给出
:

P = ( C
` 。

+ C
。

) / 。 ( 5 )
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这里

其中

C
` 。
一 a C

,`。 ,

C
, ,。

= 2 a 2 /。 + (久
;

/ 。 ) e
:

+ 尸{ /。
,

e
。

= ZC
,

+ C Z户{

e
:
一

方
,
· (` , `

Z
d̀ ,

p
l

为大于 p。
= ( 2 a 2几:

+ C
l入1

) /。 的任一给定数
;

C
:

为 F 的关于 p。

的局部 iL p s o ih :
常数

, a 及 a :

分别如 ( 2) 及 ( 3) 所述
.

定义 2 称 产 是 ( l) 在 V 中惯性流形
,

是指 产 是 v 中的有限维 iL p s o hi t z 流形且关于

S (t )是正不变的
,

并以
e x p 指数率吸引从 V 中出发的任何轨道

.

为了讨论惯性流形的存在性
,

假设 尸 ~ 尸 、
是 H 到由 {。

:

… 。对展开的空间的投影
,

令 Q = I 一尸 易知
, 尸 和 Q 与 A

二

(u 任 R )是可交换的
,

注意到 (4 )
,

关于系统 ( 1) 在 V 中存

在惯性流形的存在性有如下定理
二5〕

.

定理 3 在定理 2 的假设下
,

若存在正整数 N 使得 八 = 久一
, ,

几~ 标 满足如下的 g aP

条件
:

八 ) C ; ( ( 1 + l ) / l一 4 C
。
斗 1 1 )

’ / 2

A 一几> 2C
3

( 1 + l ) (几
`厂, + 八

, / ,
) / z ( 6 )

则 ( 1) 存在 N 维惯性流形
,

其中

C
3

= ZM
,

/ P + C
Z P

这里 M
,

满足

s u p }F ( x ) }镇M
I ,

V }} x }!镇 2户

户如 ( 5 )所述
,

C
Z;

为 ( 4 ) 中的 C 、
,

当 M = 2户时的值
,

z 及 e
么

如下面注中所述
.

注 4 此时 产 = g r a p h 伸 )
,

其中 尹是 尸V一 Q V 的 L i p s e h i t z 映射
,

且满足

S u p p 抓二{P 任尸V
:

}{ P }}镇 Z p }

{}抓 P )I } ( b V P 任尸V

}I尹(户
1

) 一笋(户
2

) 11镇 l {} P
;
一户2

1}
,

V 户
: ,

户
2
任 尸v ( 7 )

其中
,

l 任 ( o
,

l / 8 )
,

b 为某给定数
,

( 6 )中的 C
;

= (占/ M ) A
`了 ,

注 5〔
5二

{F ( x , ) 一 F ( x Z
) {镇 C 3

}! x : 一 x :
}}

,

V x l ,
x Z任 B ( 0

,

2户)

2 滑动模方程及其在反馈控制下的稳定性

取 ( l) 中的控制函数 u( t) 为有限维反馈形式
,

u( )t ~

定的实数
,

此时 ( 1) 为
:

{ d x ( t ) / d t + A x ( t ) + 口P x ( t ) + F ( x ( t ) ) = 0

( x ( O) = x o

一月尸x ( t )
,

其中月> 。 为某个给

( 8 )

由于 万x (t ) ~ A x ( t) 十月尸 x ( t) 仍满足上述关于 A 的假设 (只不过 ( 2) 中的
a
变为

a + 刃
,

因此
,

由定理 1 及 2 有

定 理 4 如果 x 。
任 V 则 ( 8 )有唯一解

, x 任 w
` ·

2
( o

,

T ; H ) 门C ( o
,

T ; v ) 门L , ( o
,

T ; D

( A ) )
,

且在 v 中有全局吸引子
.
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注 6 此时 ( 5 )中的 P具有 C
:

= 0
·

由于 万 只改变 A 中前 N 个特征值
,

因此
,

由定理 3 可得到如下的定理
.

定理 5 在定理 4 的假设下
,

如果

A ) C ; ( ( 1 + l ) / l一 4 C
`

+ 1 1 )
` /’

A一又) 〔月+ 2 C
3

( 1 + l ) 〕( (几+ 月)
’ ` 2 + A

“ 2
) / l ( 9 )

则 ( 8) 有 N 维惯性流形 产 ,
一 g r

aP h (叭 )
,

其中 仍 满足 ( 7)
.

( 8) 在 产 , 上的解 (即 x 。
任产

,
)满足

}d户( t ) / d t + PA ( t ) + 月户( t ) 十 p F (户 ( t ) + 叭 ( p ( t ) ) ) ~ 0 ( l o a )

之d叭 (户 (: ) ) / d : + (八叭 ( , ( t ) ) + Q F (户 (: ) )+ 码 (户 ( , ) ) )一 。 ( l o b )

LP ( 0 ) = P x 。 ,

叭 ( P ( 0 ) ) = Q x 。
( 1 0 e )

即为滑动模方程
.

对 ( 1a0 )
,

在 H 的内积下作用 AP ( )t 及注意到注 5 和 ( 7) 可得到
:

( 1 / 2 ) d }P ( t ) }
’

/d t + IAP ( t ) l
’

+ 月 }} P ( t ) }{
2

镇 C
3

( 1 + l ) }P ( t ) !
·

{AP ( t ) } ( 1 1 )

其中 C
3

如 (6 ) 中所示
.

注意到 l < 1 / 8
,

由 ( 1 1) 可得

( 1 / 2 ) d }P ( t ) }
’ / d t + 月 }} P ( t ) }}

’ 镇 8 1C ; }} P ( t ) {}
“

/ 2 5 6 ( 1 2 )

由 ( 1 2 )可得如下定理

定理 6 在定理 5 的假设下
,

如果可选取

夕> 8 I C葺/ 2 5 6 ( 1 3 )

则有 P (t ) 、 0 ,

当 t 、 + co
.

注 7 由锥性质
〔 5〕及定理 6 可知 叭 (P ( t )) 、 。

,

当 t~ 十二
,

故 产:

上的解皆趋于 .0

3 系统 (8 )的全局稳定性

下面将在定理 6 的假设下
,

讨论系统 ( 8) 的全局稳定性
.

首先在 B ( o
,

2户)中讨论
,

设 x :
( t )和 x Z ( t )是 ( 8 )的具有初值 x l 。

和 x Z。
( 任 B ( 0

,

户) )的两

个解
,

令 x ( t ) = x l
( t )一 x Z ( t )及 P ( t ) = p x ( t )

,

g ( t ) ~ Q x ( t )
,

并定义锥 C 为

C ~ {夸任V :

}} Q引l ( 1/ 8 }}尸夸}} }

注意到

} A g {’ ) A }} g }}
’

V g 任 Q V

}AP I
’
镇川 } P }}

’
V P 任尸V

由 ( 8 )可得

( 1 / 2 ) d Jl p ( t ) .1
2 /d t ) 一 (几+ 夕+ C

3
人` / ,

) }l p ( t ) l{
’ 一 C 3又, / ,

l{ p ( t ) 11
·

}l q ( t ) l{

及

( 1 / 2 ) d }} q ( t ) l一
2

/ d t ( 一 }A q ( t ) {
’ + C 3 ( }} p ( t ) }} + }} q ( t ) }} ) }A q ( t ) } ( 1 4 )

当 }} g ( t ) !} ) z / 8 }} P ( t ) }}时
.

只要

i A g ( t ) 一) 八
, / , l} g ( t ) {} ) C

3
( }} P ( t ) }} + }}g ( t ) }} ) / 2 ( 1 5 )

则 ( 1 4) 中右边的 }A盯 )t }可由川
2/

}} q ( )t }}所代替
,

而使 ( 1 5) 成立的一个充分条件是
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1 / 8 ( A
` 2
一 C

;

/ 2 ) ) C
3

/ 2 ( 1 6 )

而 ( 1 )6 由 ( 9 )的第一式所保证
.

综上所述
,

在锥 C 外面
,

有

( 1 / 2 ) d }l q ( t ) 日
2
/ d t 簇一 ( A 一 C

3
A

, / 2
) 11q ( t ) l}

’ + C
3 A , 2

}l p ( t ) }{
·

ll q ( t ) l}

此时
,

使锥性质
〔5〕
成立的条件是

:

A一 久一月) C 3 ( 1 / 8几
` / ,

+ s八
, / ,

) + C
3 ·

( 又̀ / ,
+ 八 “ , )

而这由 ( 9) 的第二式所保证
,

同时锥性质中的
e

xP 指数

U = 八一 g C
3

A
` / 2

> 0

现考虑 B ( 。
,

)P 中出发的解 x (t )
,

其初值为 x 。
任 B (0

,

)P
,

由于 产: 是有限维的
,

故存

在 y
。
任 产 ,

上
,

使得
:

}} x 。
一少

。

{} = d i s t ( x 。 ,

召1
) = i n f }} x 。

一 w }} w 任产
,

( 1 7 )

由 y
。
出发的解 y ( )t 在 召 l

上
.

令 W ( t ) = x ( t )一 y ( t )
,

现把锥性质应用于 W ( t )
.

由锥性质知道
〔 5〕 :

( i ) 若 W ( 0 ) 任 C
,

则 W ( t ) 任C V t ) 0

ii( ) 若 W ( 0) 百C
,

则有两种可能的情况

① 对某个 t 。 ) o ,

W ( t 。 ) 任 C 且有 W ( t ) 任 C V t 》 t。

② w ( t )百 e V t ) 0

对情况 ii( )②
,

由锥性质知道有

}I x ( t ) 一 y ( t ) }l 镇 8 ( 1 + ( 1 / 8 ) 2 )
` / 2

{l x 。
一 y

。

{1
e x p (一 u t )

= ( 6 5 )
` / , }} x 。

一 夕。

}}
e x p (一 ut ) ( 1 8 )

对情况 ( 1 )
,

由 ( 1 0 )及 ( 8 )有

d P ( t ) / d t + A P ( t ) + 月P ( t ) + P ( F ( x ( t ) ) 一 F (夕( t ) ) ) = o

其中 P ( t ) = P W ( t )
·

类似于 ( 1 1 ) 的推导可得
:

( 1 / 2 ) d }{ P ( t ) 日
’

/ d t + ! A P ( t ) }
2 + 月 }I P ( t ) }}

’

镇C
3

!I w ( t ) 11
·

IA p ( t ) J镇 C
3

( 1 + l / 8 ) I] p ( t ) 11
·

IA p ( t ) l

因此
,

只要 ( 1 3) 成立
,

有 日P (t ) }} ~ }}尸 (x ( )t 一 y ( t ) )l } ~ o 当 t ~ co
,

且 由 (1 4) 知
:

1} Q w ( t ) }l = 一I Q ( x ( t ) 一 y ( t ) ) 11镇 z / 5 11尸 ( x ( t )一 y ( t ) ) 1. ~ o

当 t ~ + co ( 1 9 )

于是有 }} w (t l) }一 }} x (t ) 一 y (t l) 1~ 。 当 t~ + co

对情况 ii( )①
,

只需对 t ) t。 作类似于情况 i( ) 的讨论便知 ( 1 9) 也成立
.

由 ( 1 8 )及 ( 1 9 )可知
:

对 B ( o
,

P ) 中出发的任一解 x ( t )
,

当 t ~ + co 时
,

必在 V 中趋向

于 由 ( 17) 确定的初值 y
。

在 产 :

上的解 y ( )t
.

而对于初值在 B (0
,

p ) 外的任一解 x ( t)
,

由

于 B ( 。
,

)P 是吸收集
,

故一定在某个 t。 之后进入 B ( o
,

)P 把此 t 。 作为初始时间
,

x( t 。 )作

为初值
,

则一样可得到结果
.

于是由定理 6 及注 7 我们有如下定理
.

定理 7 在定理 6 的假设下
,

(8 )的任一从 x 。
任 V 的解 x (t ) 在有限维反馈控制下必

沿着 产:
在 V 中趋 向原点

.

注 8 上面是在 v 中讨论滑动模控制
,

事实上可以类似地在 D ( A
“

) a( 任 R ) 中讨论
,
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只需对条件作少许的修改
.

4 一个热加工控制问题

考虑由下列方程描述的一个热加工问题
:

f司 /涨 ~ 护Q /即
,
十 F ( Q ) + u o < y < 1

,
t > O

代Q
`

( 0
,

t ) = Q
,

( 1
,

t ) = o t妻 0 ( 2 0 )

LQ (夕
,

0 ) = Q
。

(少 ) 0镇夕镇 1

其中 Q ( )
,

t ) 任 R
” , u

勺
,

t ) 任 R
’ ,

(当 t
,

夕任尺 给定时 )
,

尸 ( Q )为非线性项
.

从工 程观点看
,

这个方程描述 了用 m 个分布源来加热
,
个物体这样 一个过程

,

F ( Q )表示了环境与工厂之间热交换的特征
.

显然
,

( 2 0) 是一个一阶抛物型分布参数系统
,

算子 A - 一 I挤 /即 , ,

因此
,

( 2) 中的
a -

。 一 1
,

A 的特征值为 { (n ;r)
’

}
.

假设 F ( Q )满足如下的条件
:

<F ( Q )
,

Q >李 1I Q ,l
’
一 1 /2

}F ( Q
,

) 一 F (Q
Z
) }镇 C

Z ;

}} Q
,
一 Q

Z

}}
,

V Q
, ,

Q Z任 D ( A )
,

}} Q
l

日簇 Z P
,

}} Q
:

}}簇 Z P
.

C
Z P = P / 1 2 9 6 0

s u p }F ( Q ) }镇 5
,

V }! Q }}镇 Z P

则 由注 s 可推 出
a Z= l / 2

,

令 户:
= 2 0

,

C Z = 2
.

5 5
.

则有 尸= 3 6 0
,

C
3

= 1 / 2 5
.

由 [ s ]知 C
;

=

e2 一
12/ 5/

,

由 ( 9 )式
,

可求得 N 一 1
.

因此
,

由定理 5 可知
,

存在一维惯性流形
,

由定理 6 可

知
,

当 月> 8 1 / 25 6c ; = 1 / 1 92 4 时
,

由反馈控制
u - 一月尸Q 所确定的惯性流形上的解是稳

定的
,

定理 7 则保证 了方程 ( 20 )的解的全局稳定性
.

本文对滑动模问题
,

提出了新的研究框架和方法
.

所得到的结果在实际工程中会有

广泛的应用前景
,

当然还有许多工作
,

如系统的抗干扰性等
,

都有待于我们作进一步的

研究
.
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I n e r t i a l M a n i fo l d a n d S l id i n g M o d e C o n t r o l o f N o n l i n e a r

P a r a b o l i e D is t r ib u t e d P a r a m e t e r S y s t e m s

Z h a o Z h z h u i .
L i u

M i n

舒
a ” g

A sb t r a e t T h e e x is t i n g e o n d i t io n s o f f i n i t e一 d i m e n s io n a l i n e r t ia l m a n i fo ld o f n o n l i n e a r

p a r a bo l ie d is t r i b u t e d p a r a m e t e r s y s t e m s a r e p r e s e n t e d i n t h is p a p e r
.

T h e s li d i n g e q u a -

t io n o b t a i n e d i n t h is P a P e r 15 e m p lo y e d i n t h e d is e u s s lo n o f i n e r t i a l m a n i fo ld a n d t h e eo n -

d i t io n s to b e g lo b a l s t a b l e fo r t h e s y s t e m
.

F i n a l l y
,

t h e e o n t r o l p r o b l e m f o r p a r a b o l ie d i s -

t r ib u t e d P a r a m e t e r s y s t e m s o f h e a t P r o e e s s 15 s t u d i e d
.

K e y w o r d s g l o b a l a t t r a e t o r ,

i n e r t i a l m a n i f o ld
, s l id i n g e q u a t io n ,

h e a t p r o e e o s

.

简 讯
·

我校理科第五批博士生导师

1 9 9 3 年 12 月
,

经国务院学位委员会批准
,

中山大学理科学科又有 n 位教师成为博

士生导师
,

名单及所属专业如下
:

王则柯 计算数学专业 陈用烈 高分子化学与物理专业

戴永隆 概率论与数理统计专业 高由禧 大气物理学专业

史隆培 凝聚态物理专业 屈 良鸽 植物学专业

李庆行 光学专业 许实波 动物学专业

张光昭 无线电物理专业 罗进贤 微生物学专业

古练权 有机化学专业

据悉
,

根据国务院学位委员会下达的文件精神
,

从 1 9 94 年起
,

我校将自行审定博士

生指导教师的工作
.

(张 文 )

.

eD p a r t m e n t o f m a t h e m a t ie s ,

Zh o n g s h a n g U n 一v e r , 一t y
,

G u a n g z h o u 5 1 o 2 7 5


