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强非线性振子的受迫振动
`

徐 兆 詹杰民
( 中山 大学应用 力学与工程 系

,

广州 5 1 0 2 7 5 )

摘 要 应用一种推广的平均法研究强非线性振子的共振响应
,

与数值积分法作了比较
,

结果是令人满意的
.

关镇词 强非线性振子
,

共振响应
,

平均法

分类号 0 3 22

目前广泛应用的摄动法如 L i n d s t e d t 一 P o i n e a r 己 ( L 一 p ) 法
,

K r y l o v 一

oB g o l i u b o v -

M itr oP ol s ik (K BM ) 法
,

多重尺度法和平均法对弱非线性系统是很有效的
,

而对强非线

性系统则难以应用
.

近年来不少学者在探索适用于强非线性系统的分析方法
.

对于三次

非线性系统 o t t o y 等提出了椭圆函数法
〔`

, ’ 〕 ,

B u r
ot

n 〔3〕
提出了时间变换法

,

对于更一般的

系统徐兆等提出了新的渐近解法
〔毛

·
5〕和非线性时间变换法

「̀ ·
7 , ,

戴世强和庄峰青
〔即
推广了

K B M 法
,

李骊
〔”
推广了频闪法

.

其他方法可参阅文献〔1 0
,

1 1〕
.

对于强非线性受迫振动系统

全+ g ( x ) = 。 f ( x
,

活
,

口 t ) ( l )

的共振问题尚缺乏有效的分析方法
,

这里 g x( ) 为非线性 函数
, : > 0 为小参数

,

本文把经

典的平均法加以推广使能适用于系统 ( 1)
.

提出一类比椭圆函数更广的广义谐波函数
,

代

替普通的谐波函数
,

因而解决了原有方法难以解决的问题
,

且计算方法简单
、

方便
.

1 广义谐波函数

先求解退化方程 (。 一 0)

x + g ( x ) 一 O

对方程 ( 2) 积分得

( 2 )

1
·

, 。 , 、 。

万 X
“

十 V 又X ) 一 乙
乙

( 3 )

其中
· ( X ) 一

{:
g ( · ) d二 假设 g ( X ) 和 · (X ) 满足下列条件

:

“ , g ` O , 一 O ; “ ` , 存在 X 。
> 0

,

使 g ( x
。
) 半 。 和 v ( x

。
) ) o ; ( 111) 可求 x ;

( o
,

使 g ( x
l
) 护 0 和 v ( x

l

) = v ( x
。
) ; ( i v ) 对于 x
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任 (x
; ,

x 。
)

,

有 v( x ) < v( x 。
)

.

在这些条件下可以证 明 ( 2) 在相平面上有闭轨线
〔 , 2〕

.

这些闭

轨线可表示为如下形式
x ( t ) = a e o s ( r ( t ) + 8 ) + b ( 4 )

或 x ( t ) = a e o s帆 t ) + b ,

抓 t ) = r ( z ) + 8 ( 5 )

式中
,

r( t) 是 t 的函数
, a ,

b 和 8 为常数
, a + b 一 x 。 ,

一 a + b 一 xl
.

现在把

= 一 a d r / d t s i n ( r ( t ) + 8 ) 和 ( 5 ) 代入方程 ( 3 ) 得

d r /d t = {〔Z v ( a + b ) 一 Zv ( a e o s 甲+ b ) 〕 / a ’ s i n Z甲}

v ( a + b ) = v (一 a + b ) = E

全( t ) ~ 一 a 巾 ( a ,

帆 t ) ) s i n帆 t )
,

试 t ) = r ( t ) 十 8

告
二

垦二例
。 ,

叻

和

因此
,

( 6 )

( 7 )

当 g ( X )

一
: X 时

, V ( X , 一

合
W: X Z

·

由 ( 6 ) 和 ( 7 ) 得 ” 一 。
,

, ( a ,

。

一w
o t + 8

.

此时
,

函数
e o s袱 t ) 和 s i n袱 t )变为简谐函数

e o s ( w
o t + 8 ) 和 s i n ( w

o t + 8 )
.

我们称函数
e o s袱 t ) 和

s i n袱 t ) 为广义谐波函数
.

抓 t) ~

因此
,

当 g ( x ) = k
l x + k 3x 3 ,

k ;
为任意常数

,

k
:

> 0 时
, v ( x )

和 ( 7 ) 得 占 = o ,

必 ( a ,

叻 = w 、 /丁二下硕矛币
,

一

合
` I X 2 +

专
` 3X ` ·

由 ( 6 )

切
2
= k l

+ k 3 a Z ,

k Z =
k 3a Z

2 ( k
,

+ k 3 a Z
)

此时由 ( 6) 积分得
W: + 二 一

加
/ 侧F 丁丽石兀

于是
a e o s抓 t ) = a e n ( w t + 乳

,

k )
,

其中
e n
是 Ja e o b i 椭回余弦函数

,

当 k ; > o 和 k : < o 时

有类似情况
.

即椭圆函数是广义谐波函数的特殊类型
.

2 推广的平均法

现在求解方程 ( 1 ) ( 。 尹 0)
,

其中 f x(
,

活
,

tQ ) 关于 t 是周期函数
,

周期 T 一 2川口
,

退

化方程 ( 2) 的周期 T
。

由 ( 6) 可表为

、产、 .了决匕OJ了、了t、

设

则

因此
,

T
。
一

丁:
’

`、 , `一种

。 一 `
( a

,

卯 一 c 。 ( a ) + 习
c 。

( a
)
e o s n尹

,

沪一 r ( : ) + 8

T
。
= 2厅 e 。

( a )

退化方程 ( 2) 周期解的频率为

w ( a ) = 1 / c 。
( a ) ( 1 0 )

考虑共振情形
,

设

口 / w ( a ) ~ q / P 十 。口

其中
,

P
,

q 为互素正整数
, 口
为解谐参数

,

把 ( 8) 代入 (6 )
,

然后积分
,

( 1 1 ) 得

( 1 1 )

并考虑到 ( 1 0 ) 和

。 : 一 冬* +
。。 r 一 冬, 十 。

受粤
` 。

(。 ) s in n*

P F 二 1 “
( 1 2 )

应用常数变易法
,

把 ( 5) 的
a ,

b ,

8看作是 t 的函数
,

即设方法 ( l) 的解为
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x = a ( t) e o s沪 ( t) + b ( t)

云 =一 a ( t)中 ( a ( t)
,

抓 t ) ) s i n 尹( t )
,

甲( t ) = r ( t ) + 口( t )

对 x 关于 t 求导并保持 ( 1 3) 式中汾的表达式
,

得

泛( e o s 甲+ h ) 一 先 s i n 沪 = o

( 1 3 )

一一
db一da

一一其中

它是由 ( 7)

g (一 a + b ) + g ( a + b )

g (一 a + b ) 一 g ( a + b )

( 1 4 )

( 1 5 )

关于
a
求导而得到的

,

再对 全关于 t 求导并代入方程 ( 1) 得
.

, ,
, 、 .

,

日
,

,
, 、 . 、

、
.

二
a 仁甲又a

,

沪) s l n 尹一 a 不 又甲又a ,

沪) s l n列 J 一 口 a

(兀`
是〔。 (。

,

叻 s i n卯
口赞

= 一 : f ( a e o s 沪+ b
,

一 a中 ( a ,

甲) s i n 甲
,

口 t )

由 ( 1 4 ) 和 ( 1 6 ) 解出泛和夕得

( 1 6 )

一孤下募硬再而
f ( “ c o s 甲+ 占

’

一不不衍不下fa( co s 沪+ 占
’

a 中 ( a ,

叻 s i n 甲
,

口 t )必 ( a
,

沪) s i n 沪 ( 1 7 )

a中 ( a
,

卯 s i n 沪
,

口 t )中 ( a ,

沪) ( e o s 沪 + h ) ( 1 8 )

da一dtd6一dt

再由 ( 6) 和 ( 1 2 ) 把上两式中的 t 消去
,

得

一不箭粉而
f0 (一必

,

了’ s `nP 必

一而最了下丽 f0 `。
,

必
,

了 , ( co s

” + “ ’

( 1 9 )
da击一韶一击

其中 沪一 列 P
,

y 一 。 : 一 q 6 / P

f0 ( a ,

必
,

y ) = f ( a e o s P沪+ b
,

一 a 中 ( a ,

P沪) s i n P沪
,

( 2 0 )

( 2 1 )

g , + 了 + “

睿告
二 (· )· `二 , , )

( 2 2 )

现在方程 ( 1 9) 和 ( 2 0) 右边是必的周期函数
,

周期为 2二
,

应用平均法
,

( 1 9 ) 和 (2 0) 右

边用其平均值代替
,

得

架
一 。 , (。

,

, )

霏
一 : 。 (。

,

, )

( 2 3 )

( 2 4 )

其中 A ( a , y ) =
a

2汀 g ( a + b ) ( 1 + h )
( 2 5 )

B ( a ,

y ) =
1

2厅 g ( a + b ) ( 1 + h )

丁:
`

f0 (一 `
,

` ,· ` n p` d`

{:
’

; (一 ,
,

了 , (。 。 · p` + “ ’ d̀
( 2 6 )

方程 ( 2 3 ) 和 ( 2 4) 可化为 自治系统
.

因为 y 一 。 r 一 q刃 P
,

方程 (2 4) 可化为

d y _
_ _ _ q D ` 一 、 、

不 一
` U
一

“

下口
、 “ ’ ` 产 ( 2 7 )

稳态运动对应着 d a
d/

r 一 。 和 d y d/ r 一 。
,

即

A ( a ,

y ) = 0 1

口

w ( a )

( 2 8 )
y ) 一 0“B

q一p仁
一

q一p

从 ( 28 ) 两个方程中消去 y 可得频率响应方程
.

由此不难看出
,

这是普通平均法的推广
.

但

一般平均法仅适用于弱非线性系统
,

即 g ( x) 一 w苦x
.

而推广的平均法则可用于 g ( x ) 大

非线性函数的情形
,

即强非线性情形
.

下面讨论一些例子
.
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3 带立方非线性的系统

作为推广的平均法的第一个应用
,

考虑具有立方非线性的 D u iff n g 振子的受迫振动
:

汤+ 无于x + 壳
3x ,

= 。 ( 一 两 + ￡ e o s

众 ) ( 2 9 )

这里 k 3

是任意常数
,

不必为小量 ; f x(
,

汾
,

众 ) ~ 一 瓜 + E co s

众
,

g x( ) 一 鱿 x + ka 护
,

1
, 。 , .

1
, , . ,

_ 、 、 ,

二
、 . 、 ,

一
- · - 1

一

v ( x ) = 含 k凳x
z

+ 专k
3 x 4

.

由 ( 7 ) 式
, v ( a + b ) = v (一 a + b )

,

得 b = 0
.

由 ( 6 ) 和 ( 1 5 ) 得-

一
’

2
’

一
’

4
’ -

一
’

囚
、 ’ `

~
’ 一 、 一 ’ 一 产 “ 、 一 ’ “ 产 ’ .寸 “

一 功 因
、 V 尸

`
l
一

H “ l 。 产
’

!寸

h 一 0 ,

中 (
a ,

卯 -

把 中一 `
( a ,

卯 展为 F o u r i e r
级数

,

中一 `
( a ,

叻 一 c 。 ( a ) + 名
c Z。

( a ) e o s Z n *
( 3 0 )

其中
c 。

(。 ) 一 是 {
, ` 。 一 `

(。
,

必d *
,

` ,’ J O

我们考虑主共振情形
,

即 P 一 q 一 1

e Z,

( a )
一

专{:
`
, 一 `

(一甲,。 。 5 2” 甲 d甲

口

w ( a )
~ l + ￡a

( 3 1 )

式中 w ( a ) 由 ( 1 0 ) 可表为 w ( a )

一 1

= c J
`
( a )

.

由 ( 2 2 )
,

( 2 5 ) 和 ( 2 6 ) 得

A ( a ,

y ) - 芡〔脚中 ( a ,

甲) s in
Z
沪+ E e o s ( y + 必) s i n阅d 沪 ( 3 2 )

B ( a ,

y ) =

2 ;r ( k爹+ k 3 a Z
)

一 1

2二 ( k圣
a
+ k 3 a 3

)广〔脚必 ( a
,

叻 s i n 卯 0 5沪+ E e o s ( y + 必) C o s卯d甲 ( 3 3 )

其中

必一 * + 。 习
1

丽
c , 。 ( a ) s i n Z n甲

把 ( 3 1 )
,

( 3 2 ) 和 ( 3 3 ) 代入 ( 2 8 ) 得

、

|
ee
、

|l叫
护

d甲Os必os

产

I
J

中 ( a ,

沪) s i n
,
甲 d甲

产

I
J

脚
s i n 7 -

二

丁:
` ·`n必`· , `尹

( 3 4 )

口 = w ( a ) 士
￡E w ( a ) 丫 l 一 s i n

Zy丫 l 一 s i n
Zy

2 ;r ( k fa + k 3 a 3
)

图 1给出了两组系数的频率响应曲线
:

( a ) k :
~ 3

,

k 3
= 3 0

, ￡ = l , 产 = 0
.

2
,

E = 2 ;

( b ) k :
= 3

,

k
3
= 一 3 0

, 。 = 1
,

产 = 0
.

2
,

E = 2
.

图中还给出用四阶 R u n
ge 一 K ut at 法求解方程 ( 2 9) 的结果

.

阶近似
,

结果是令人满意的
.

4 带平方非线性的系统

研究具有平方非线性的系统

全 + n
{x + n 2 x 2

= 。 ( 一 产毖 + E e o s口 t )

用推广的平均法得到的是一

( 3 5 )
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哪曰乙川旦
6 夕 0 2

图 1 方程 ( 2 9 ) 主共振的频率响应曲线

F ig F
r e q u e n e y 一 r e s p o n s e e u r v e s f o r P r

im a r y r e s o n a n e e s o f e q u a t i
o n ( 29 )

— 推广的平均法
,

>< 数值积分法

式中
, , 2

是任意常数
,

f x(
,

汾
,

。 t) - 一 脚 + E e o s 口 t , g ( x ) = n
}x + , Zx ,

v ( x ) = 告
· 、X

Z
+

音一 由 ( 6 )
,

( 7 ) 和 ( 1 5 ) 求得

一 : +

丫
n ,一

告
n 、 2

一 2 n 2

n
}b +

n Z
( a

,
+ b

Z
)

n 圣a + Zn Z a b

中 ( a ,

叻 -

再把 中一
’
a(

,

卯 展为 F o u r ie r
级数

,

。 一 ,
(。

,

叻 一 e 。
( a ) + 艺

c ,

( a ) e o s n *

对于主共振情形
,

P 一 q 一 1
,

类似上节得到

、、产丹b八J了气

、

||
|.1之
.

|
|

s i n y =

、 {:
`

, ( a
,

* , S` n Z , d少

:

{:
’ ·` n` · `n沪 d沪

口 = w ( a ) 士

。 E w ( a ) 丫 1 一 s i n Zy

2二 ( 1 + h ) 〔 n
釜(

a + b ) +
n Z

( a + b )
2〕丁:

’

c o s
必

0 5甲 d ,
}

结果也是满意的
.

5 结 论

引进了广义谐波函数的概念
,

把经典的平均法推广到强非线性振动系统
,

实例表明本

方法是有效的
.

广义谐波函数 co s抓 )t 和 s i n袱 )t 是 t 的复杂函数
,

但对 沪来说却是简单的

谐波函数
,

本文的特点是把 t 用 沪来表示
,

从而使全部计算化为普通三角函数
,

计算简单

方便
,

适用范围广
.

本文方法还可应用于强 非线性 自振系统的极限环问题
,

和多自由度
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强非线性振动系统的共振问题
.

我们将另文论述
.
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