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无不动点自同构群的一个结果
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摘 要

关键词

分类号

本文用初等方法证明了一类 无不动点自同构群的有限单群的可解性
.

可解群
.

单群
,

无不动点作用

0 1 5

1 前 言

关于允许一个互素阶的无不动点 自同构群 A 的有限群 G 的可解性的研究
,

已有很多

好的结果
.

去掉互素阶的条件
,

代之以 A 循环的条件
,

许多重要的方法与结论都很相似
.

事实上
,

借助有限单群的完全分类定理
,

上述情况下的 G 的可解性 已得到证实
〔 ,

.

2 ,
.

不用

单群分类定理的研究
,

仍有必要继续
,

因其方法与意义都有本质上的不同
,

参见 〔3〕
,

〔4〕
.

在 ( }G I
,

}A } ) 一 1 或 A 循环的假设下
,

由于无不动点 自用对 G 的每个 A 一不变

截段都能 自动地保持
,

可以 比较方便地利用归纳法
,

已形成了一套行之有效的分析极小

反例的方法
.

但若取消 ( }G l
,

{川 ) ~ 1 或 A 循环的假设后
,

问题通常困难得多
.

作为

一种尝试
,

P ar or tt 等人
〔5 ,

近年来考虑了下面最为简单的情形
,

A 为 3 次对称群 凡
.

这实

际上是阶最小的非循环且非互素阶的情形 (因为在 {A }一 4 一 2
2

且 C
`

( A ) 一 。
时

,

由轨道

公式立即可推出 ( }G I
,

}A } ) ~ 1)
.

〔5〕 中证明了
:

设 G 为有限群
,

A 为 G 的自同构群
,

如果 3牛}G }
,

几 ( A )二 。 ,

A里 5
3 .

则 G 可解
.

注意到 5
3
二 C

3
C

:

有循环的 H al l 武 G )一子

群 C
Z

及正规 斌 G ) 一补 C
,

( G 非奇阶群时 )
.

我们考虑如下较一般的假设条件
.

假设 1 2州

G I
,

A 有一个幂零的 H all 斌 G )子群且 A 有正规 斌 G ) 一补
.

在上述假设条件下
.

同样可证

明 G 的可解性
,

且证明简单初等
.

本文所用的符号与术语 以 〔6〕 为标准
.

所涉及的群均 为有限群
.

为简便且不混淆
,

记群的单位元
e
为 l

.

C
。

( A ) = { g 任 G }g一 g
,

V a 任 A }
.

;r ( G )表示 G 的阶 }G }的素因

子的集合
.

设 二 为一素数集
,

称 A 任 E二
.

如果 A 有一个幂零的 H al l 二
一

子群
.

称 A 任 D
, ,
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如果 A 的所有 二 一子群都共扼地含于 A 的某个 H a ll 二 一
子群中

.

在不混淆的情况下
, 二
公

表 示 A 的 一 个 H al l 二 一子 群
.

尸 为 二 的 补集
.

称 A 无不 动 点地 作 用 在 G 上
,

如果

几 ( A ) 一 1
.

2 定理及其证明

定理 设 G 为有限群
,

A 为 G 的一个作用群
.

如果 C
。

( A ) ~ 1
.

12 牛}G I
,

A 有一 个幂

零的 H al l 武 G )一子群且 A 有正规 ;(r G )一补
,

则 G 可解
.

证明 用反证法
.

假设结论不成立
.

取 G 为使 }G }+ 1川 极小的反例
,

则有
:

( l) G 的每个 A 一不变真子群都可解
.

事实上
,

任取 G 的 A 一不变真子群 G
, ,

由于 C
。 ,

( A )毛 C
。

( A ) = 1 且 二 ( G
,
)二 二 ( G )

·

由

定义 A 〔 E ;
(。 ,

知 A任 E ;
(。 , )

·

A 有正规
;r ( G )一补 A

, (。 、 ·

又 A 有幕零的 H a l l ` ( G ) 一子群
·

易得

A 有正规
二 ( G

,
)一补

.

另外 12牛}G l
,

推出 1 2牛!G
,

}
.

故 ( G
, ,

A )满足定理中关于 ( G
,

A )的所

有假设条件
.

由于 }G
:

}+ }A }< }G }+ }A }
,

由 G 的极小选取知 G ,

可解
.

(2 ) A 忠实地作用在 G 上
.

A毛 A ut ( G )
.

G A 二 G 冈 A
.

考虑 兀一 A / c
注

( G )
,

则 万任 E祝
)

且 万 有正规 武 G ) 一补
.

C 。
(直 )一 C

。
( A )一 1

.

即 ( G
.

兀) 满足定理 中关于 ( G
,

A )的所有假设
.

由 G 的不可解性及极 小选取
.

知 }A }一 }兀 : 即

c 认 G ) 一 1
.

A 忠实地作用在 G 上
.

按 自然方式可视为 A镇 A ut ( G ) 及 G A 一 G 冈 A
.

(3 ) G 没有非单位群的 A 一不变正规真子群
.

特别地
.

G 是特征单群
.

G 一 G l x G :
) :

… x G
*

是一些同构的非交换单群的直积
.

其中每 个 G
;

都是 G 的极小正规子群
.

事实上
.

若结论不真
.

则存在 G 的极小正规子群 N
,

1井 N < G
.

由 ( 1) 知 N 是可解

群
.

由 N 的极小性知 N 为一初等交换 P
一

群
.

户任武 G )
.

下面考虑 石一 G / N
,

A 通过 自然

地方式作用在 石 上
.

我们证明 (乙
.

A ) 满足定理中关于 ( G
,

A ) 的全部假设条件
,

由

于 二 (石 )二 二 ( G )
.

容 易证 明 12 卞}石 }以 及 A 任尽 、 ,

及 A 有正 规 川石 ) 一补
.

故 只需证

e 。 (月 ) 一丁
.

设 奋任 e 。 (八 )
,

则 〔g
,

注〕 里 N
,

从而 V
,:
任 N

, u 任注
,

有
, a `

= ,: ( a ` a 一 ’
) “ =

, : · ; , La 任 N A
,

其中
,: `

= a “ a 一 ’
任 〔g

,

月〕 g N
.

即 N A “

簇N A
.

由于 {N A r^

}= ! ( N A )
`

}

一 }N A }
,

得出 N A `
二 N A

.

由于 C袱 A )镇 C
。

( A ) 一 1
.

知 C认 A
`

) 一 C邓 ( A
“

) 一 ( C .-( A ) )
` ~

1
,

N 冈 A = N A 一 N A
g

一 N 冈 d
“ .

由于
J

4 有正规 二 ( G ) 一补 月 , 、 且 A 有幂零的 H al l :

(G ) 一子群
,

现在 P 任烈 G )
.

易推知 八 有正规 P 一补 A户 A 一 A , ·

A厂且 A 洲叠 .A 令 (’ -

C认 A 洲 )
,

若 C笋 1
.

由〔7〕 7
.

3 及 c 为 A
, 一

不变子群得 C
、

( A , )护 1
,

从而 C ( A ) ( C抓 A )

半 1
,

矛盾于 C抓 A )一 1
.

故必有 C 一 1
.

由于 N n A 一 1
,

〔N ..( A户
,

A 刀 ( N n A 一 1
,

得

N
、

(A 户 二 C八 A户 一 1
.

从而得 N
、 、

( A户 一 A
.

同理可得 N
、

_

以 ( A “
)

,
,

) 一 A “
.

由于 A 尸与

( A 片 ) ,

都是 N A 的 H a l l P
` 一子群

.

由 S e h u r 一 Z a s s e n h a u s

定理 6
.

7 〔, , ,

存在
, 任 N

.

g
,
任 八

.

使得 ( A “

〕
,

~ ( A 。 )
“ , ”

= ( A , )
” ·

从而 A
“

一 N
、 .

( ( A “
)

,
,

) = N
、

一

、 ( ( A ,
·

)
”

) = ( N
、

.

、
( A 户

,

) )
”

二A’’
.

从而 g n 一 ’
任N

o
.

(
:

主)
.

〔户厂
’ .

A 〕迄G n 八 = 1
.

即 小
一 l
任C

。
( A ) = 1

.

故 g = , , 任 N
.

即

c 。
(A ) ~ 丁

.

(乙
.

A )满足定理中 ( G
.

八 )的全部假设
,

由于 N并 1
.

}石 }+ }A }< !G }+ }A }
.

由

G 的极小选取知 石可解
.

N 可解从而 G 可解
.

矛盾
.

这说明 G 没有非单位的 A 一不变的
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正规真子群
;
特别地有 G 为非交换的特征单群

.

由熟知的结论知 (3 ) 成立
.

( 4 ) G 是非交换单群
.

由 ( 3 )
,

只需证 k 一 1
.

如果不然
.

设 k > 1
.

令 B 一 N 认 G
,
)一 {“ 任 A }留 ~ G

,

}
.

显然

1任 B
.

由 ( 3 ) 有 B < A
.

令 A 一 B “ 1
+ B a Z

+ … + B “ 。

为 B 在 A 中的陪集分解
,

其中 1 -

“ 1 , a Z , ·

… “ 。

为陪集的全体代表元
.

因 G
,

是 G 的极小正规子群
,

留 也是 G 的极小正

规子群
.

留
,

n 留
,

并 1 当且仅当 G’’
,

一臼
,

当且仅当 ia u , 一 `
任 N

、
( G

:
) 一 B

,

当且仅当
“ ,
一 aj

.

易知 <G节}a 任 A > 一 G’1
, 又臼

: 只 … 只留
·

是 G 的 注 一不变的非单 位正规子群
.

由 (3 ) 知 G补

x G介又 … 只 G介~ G 一 G ,
x G : x … 只 G ,

.

B 作用在 G
I

上
.

以 G I
)二二 (G )

.

A 有正规二 ( G 卜补

易知 方 有正规 二 ( G
,
) 一补

,

又 凡 〔 ￡井
、。 、

.

由 W i e l a n d t 定理
〔8 〕

推出 A 任 D
, 、。 、 .

由 S e h u r 一

Z a s s e n h a u S 定理 〔’ 〕知 B 有 H a l l 二 ( G ) 一

子群 B
. 、 ( 、 .

由 A 任 D
二、 。、 、

知 B
, 、。̀ 、

共扼地含于 A
, ( 。 、 .

从而 B 任 E耘
,

·

自然有 B 任 E抚
,

·

12 牛}G
:

卜 若 C
、
( B ) 一 1

·

则 ( G
, ·

B ) 满足定理中 ( G
I ,

A ) 的全部假设
.

由于 }G
,

}+ }B }< }G }+ {八 }
.

由 G 的极小选取推出 G
;

可解
.

由 (3 ) 又

得矛盾
,

故必有 C
。 ,

( B )毖 1
.

取 1笋 9
1
e C

。 ,

( B )
.

我们令 g 一 g
, ·

创… g卜 易知 g 笋 1 且 g

任 C
。 ( A )一 1

,

矛盾
,

故只能是 k 一 1
,

G 为单群
.

( 5 ) G望 S
:

( 2
2

, , + ’
)

, , : 为自然数
.

事实上
.

由 (4 ) 及 〔6〕 定理 7
.

6
.

1 及奇阶群定理知 41 }G 1
.

由 12 卞}G I推出 3牛}G 1
.

特别地 G 与 5
3

无关
.

由 G la u b e r m a n 推论 7
.

3〔 9〕

知 G望 S
:

( 2
2’ I + `

)或 G望 P S L ( 2
.

3 2’ `+ ’
)

. , :

为自然数
,

但 12 卞IGI
.

又 1 2 } }尸S L (2
,

沪
十 ’ ) !

.

故 G里S
:

(2
2” + ’

)
.

( 6 ) I , : ,: ( G ) 门A = 1
.

因为 I n , :
( G )叠 A “ t ( G )

.

由 ( 4 ) G里 G / z ( G )望 I
, : , : ( G )

.

记 A ,
一 I

,: ,:
( G ) 门 A

,

则 A I

会
A 且 A ,

为 A 的一个 武 G卜子群
.

八 任 D 叭。 , 、

推出 A ,

含于 A 的一个 H a n ;r ( G卜子群 A 袱。 )
.

A
, 、。 。

幂零
,

由〔7 〕 4
.

1 知若 只 l

并 1
.

则 注 、

门Z (八
二、 。 ) )井 2

.

又因 A 有正规
二 ( G )一补 A

, 、。 、二

A , ·

A
, 、 ( 、〕

,

一 A , 又 A
二 、。

,
)

, .

设若 A ,

共 1
.

记 注 :
一 几

l

自Z ( A
: 、 ( )

)
.

则 l半 A :

簇 Z ( A )
.

取 l并 I
`

〔 A 2 .

其中 I
、 : 二 汗了

.

V 二 〔 G
.

自然 l共 9
.

对任意的
“ 任 A

.

一方面
,

由于 I
;

任 Z ( A )
,

有 `
’

.Î
以 一 I ` ; 另一方面

.

由定 义
。 一 ’

rÎ
。 : 二 , ( x

“ 一 ’

rÎ
。 一 ( g

一 ` x一 ’ g )“ 一 ( g 一 ’ )场丫一

( g
`

)
一 ` x g

“ .

即
a 一 ’

I
、

`

一 I
、 J .

这样就有 V
u 任 A

.

I
、

一 I
、

`: ,

即 g
`

g
一 `
任 Z ( G ) 一 1

.

从而 g
“

一 g
,

即 1笋 g 任 C
。

( A ) ~ 1
.

矛盾
.

故只能是 八 : 一 I,J
, :

( G ) 自A 一 1
.

(7 ) 反例不存在
·

由 ( 6 )
,

A望月
,` I

,: , : ( G ) 自A望 A
·

I
, , , ,

( G ) / I
, : , , ( G )毛 A “ t ( G ) / I

, : ,: ( G ) = O “ r ( G )
.

又 由

( 5 )
.

G里 S
:

( 2 2
,

+ ’
)

.

由 〔1 0 〕知 O “ t ( G )同构子 G 的域自同构 F
.

F 循环
.

任取
, , ,

}2 ,:
+ l

· , ,:

并 2 , ,
+ 1

.

易知 S
:

( 2 , )为 G 的 A 一不变真子群
.

由 ( 1) 知 S
:

(罗 )可解
.

故
, , ,
一 1

.

这表明 Zn

+ 1 为一 个素数
.

由此得 A 为一个素数阶的无不动点自同构
.

由〔6〕 10
.

2
.

1 知 G 可解
.

矛盾
.

上述矛盾说明极小反例不存在
.

从而定理得证
.

推论 1 设 G 为有限 群
.

注 为 G 的作 用群
.

1 2水}G l
.

C (
`

们 ~ 1
.

如果 ( }G }
.

{
.

魂 { ) 一 1

或 A 幂零
.

或 八望 5
3

之一成立
.

则 G 可解
.

这个推论可分别导出 〔4〕〔5〕的主要结论
.
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