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结构振动分析中的矩阵摄动理论
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摘　要　在总结国内外大量文献的基础上 , 较系统地介绍了结构振动分析中的矩阵摄动理论

的研究背景、 历史、 现状及前景等重要问题 , 详细讨论了矩阵摄动法在工程中的若干应用 , 指

出了存在的一些主要问题及进一步的研究方向 .
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1　矩阵摄动理论的研究背景及意义

　　结构的振动问题是航空、 航天、 交通、 土建、 机械、 海洋、 船舶等几乎所有工业部门
经常遇到的问题 . 一方面 , 随着科学技术的发展 , 导致高强度材料、 新结构型式不断出现 ,

常造成工程结构刚度不足 ; 与此同时 , 各种结构的工作环境越来越复杂 , 从而使振动问题

日益突出 , 如飞机、 火箭、 桥梁等发生的重大事故中 , 很多与振动有关 . 另一方面 , 特别

是近年来 , 人们希望在产品的设计、制造、 运输及使用过程中能全面保证产品的动态特性 ,

很多大型复杂结构 (如飞机、 海洋钻探平台、 航天器、 高速车辆等 ) 已逐步由静态设计转

为动态设计 , 结构的振动设计与分析就显得更加重要了 . 由于结构的复杂性 , 大型结构模

型的自由度数通常很大 , 因此在设计过程中不得不进行大量的计算、 分析 , 这是相当费时、

费力的 . 特别是在结构的反复迭代设计、优化设计与分析过程中 ,这种弊端就更加明显 . 因

此 , 如何对复杂环境中的大型工程结构进行科学的振动优化设计 , 既是十分实际的工程问

题 , 也属复杂系统响应这类前沿科学问题 .

大型结构系统的振动设计大多采用计算机辅助设计方法 . 通常在初步设计阶段 , 首先

建立一个初始数学模型 , 用有限元法计算其固有动态特性 . 后来 , 因各种不同的原因 , 常

常需要对初始系统进行结构修改 , 每作一次修改 , 都要重新进行计算 . 对于复杂结构 , 多

次求解大型广义特征值问题需要惊人的时间 , 也严重影响了研制进度 . 因此 , 探讨结构修

改后的简单快速而有效的重分析技术是十分必要的 . 结构振动分析的矩阵摄动理论 , 主要

研究结构参数有小变化后 , 结构固有频率和固有振型的变化趋势和规律 , 因而正是进行结

构重分析、优化设计及结构动态灵敏度分析的有力工具 . 所以 , 对矩阵摄动理论的研究 ,不
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仅具有很高的理论价值和学术价值 , 而且具有广阔的应用前景 , 是振动工程界十分关注的

一个重大研究领域 .

2　矩阵摄动理论的研究概况

　　 1882年 , 天文学家 Lindstedt通过研究行星轨道的摄动 (指天体在某一引力场中的周

期轨道受到其它天体影响所产生的小扰动 ) 问题创立了摄动理论 , 并将问题的解用小参数

的幂级数来表示 . 但这些级数解常常是发散的 , 因此该理论未被广泛接受 . 1892年 , 伟大

的数学家、 力学家 Poincare用严格的数学方法证明了这些级数虽然发散的 , 但却是一种

“渐近级数” , 即级数的前几项之和当小参数充分小时 , 可任意接近原问题的解 , 因此能够

精确地表达自然现象 . 建立了严格的数学理论后 , 摄动法才被自然科学家们承认 , 并广泛

应用到自然科学的各个领域
[1 ]

. 关于代数特征值的有关摄动问题 , Wi lkinso n
[2 ]
进行了系统

论述 .

在结构动力学领域 , 最早研究矩阵摄动法的是 Fox [3 ] . 后来 , Rudisill[4 ] , Chen [5 ]等人

相继发表了关于矩阵摄动法的论文 . 他们的工作都仅限于结构系统只存在孤立特征值的最

简单情况 . 对称结构、频率优化结构以及比较复杂的空间结构 , 常会遇到相重特征值情况 .

对于这种复杂情况的矩阵摄动法的基本思想 , 是由 Haug - Ro usselet
[6 ]
、 胡海昌

[7 ]
和陈塑

寰
[8 ]
彼此独立地提出的 . 后来 , Ojalv o

[9 ]
, Dai ley

[10 ]
等对重特征值情况的摄动方法、 特征解

的导数计算和灵敏度分析进行了系统研究 .王文亮、胡海昌 [11 ]提出的重特征值的小参数法 ,

是对 Dailey
[10 ]
工作的补充和推广 . 对于密集 (相近 ) 特征值情况的矩阵摄动问题 , 一直未

有妥善的处理方法 ,胡海昌 [ 7]首先提出了一种分析思想: 在原系统对应于相近特征值的特征

子空间内用 Ritz法求新系统的近似解 . 作者
[12 ]
根据此思想提出了一种近频摄动的新方法 .

上述研究工作都是以实模态理论分析为基础的 , 但对于具有任意阻尼的系统、 非保守

力作用下的动力系统、 阻尼陀螺系统、 气动弹性颤振系统等 , 一般不再满足 Caughey[13 ]阻

尼的对角化条件 ,因而不能通过实模态变换将系统方程解耦 .这就需要采用复模态理论 ,相

应的摄动问题也需采用复模态的矩阵摄动法 . Rudisi ll[4 ] ,陈塑寰 [8 ]对此问题进行了研究 ,作

者 [14 ]对孤立复特征值的矩阵摄动法的一些问题进行了补充和完善 . 但是 , 这些分析仅限于

孤立复特征值情形 . 对相重复特征值情况的复模态矩阵摄动问题 , 郑兆昌等 [15 ]基于实模态

理论的摄动方法来求解系统的复特征值和复模态 , 讨论了多自由度系统复模态理论的重特

征值及高阶摄动方法 .陈塑寰
[8 ]
借助于状态空间 ,导出了相重复特征值情形的复模态矩阵摄

动公式 . 对相近复特征值情况的矩阵摄动法的研究尚未见到公开发表的文献 .

3　矩阵摄动理论的若干应用

　　经过上述 30年的研究和发展 , 矩阵摄动理论已广泛地应用于解决工程实际问题 . 具体

表现在以下几个方面:

( 1) 在大型复杂结构的动力学迭代设计 , 结构参数小修改 (或局部修改 ) 后系统振动

特性的重分析中有广泛的应用 [ 5, 7, 8 ] , 这也正是结构振动分析中的矩阵摄动法的研究背景及

起因 , 也是其具有强大生命力的根本原因所在 .

( 2) 广泛地应用于结构动力学设计特别是优化设计、 振动模态灵敏度分析 , 大型结构

系统或其子系统的设计 , 解决汽车承载系统的参数设计及机床的优化设计问题等 [16 ] .
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( 3) 弱耦合结构、 刚度或质量悬殊结构系统的振动分析 , 刚度或质量的局部修改对系

统静、 动柔度的影响分析等 , 都可以应用矩阵摄动法快速而有效地进行 [7 ] .

( 4) 在工程结构的地面共振试验中 , 应用矩阵摄动法可方便地从约束结构的模态参数

中提取自由 -自由结构的模态参数 , 如国内有人利用它来提取汽车的模态参数 [8 ] .

( 5) 结构振动模态局部化及频率曲线转向现象是当前结构动力学的研究热点之一 , 矩

阵摄动理论在这类研究中具有独特的重要作用 . 作者利用孤立、 密集特征值情况的矩阵摄

动法 , 系统研究了飞机平尾模型及全飞机简化模型的振动模态局部化及频率曲线转向现

象
[17～ 19 ]

.

( 6) 在失调叶片的动特性分析中应用非常广泛 , 主要是将叶片的失调视为谐调叶片的

摄动 , 从而可利用谐调叶片的动特性直接计算和分析失调叶片的动特性 [20 ] .

当然 , 矩阵摄动法还有其它多方面的应用 , 在此不再赘述 .

4　矩阵摄动理论研究中存在的一些主要问题

　　虽然经过上述 30年的不断研究和发展 , 矩阵摄动法正在逐步应用于工程实际 , 但随着

对工程结构动态设计要求的不断提高 , 结构的不断大型化 , 系统的动力学特性就进一步复

杂了 ; 另一方面 , 大型复杂结构系统正朝着一体化设计方向发展 , 实时分析技术正逐步应

用到基于试验结果而同步修正理论模型中去 , 这都使得现有的矩阵摄动理论在很多方面显

得无能为力 . 我们认为 , 主要存在以下几个方面的问题:

( 1) 对于大型工程结构 , 常常同时存在三种不同的特征值 (即孤立特征值、 重特征值

及密集特征值 ) 情况 , 但迄今为止 , 尚没有理论上严谨、 工程实用性强且能同时有效地处

理这三种不同的特征值情况的矩阵摄动方法 , 这对于满足优化设计、 一体化设计和实时分

析要求的计算机软件开发极为不利 .

( 2) 复模态摄动中由于存在左右特征向量 , 待定系数多了一倍 , 现有方法在确定这些

未知数时往往引进太多的近似 , 有的干脆回避某些关键系数的求解 , 因而精度差 .

( 3) 对大型复杂结构的响应分析的矩阵摄动处理方法的研究较少且不深入 , 不能满足

实际工程需要 .

( 4) 作用在飞行器、 高速车辆等结构上的空气动力一般是非定常的 , 系统运动方程的

系数矩阵可能是复数 , 于是气动弹性颤振系统的动力修改问题就可变成复矩阵的摄动问题

了 , 但现有方法很少涉及这一重要的且又迫切需要解决的实际问题 .

上述问题及其它未解决的一些重要问题 , 尚需进一步研究 .
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Mat rix Perturbatio n Th eory in Structural V ibration Analysis

Liu J ike
 
　 Gao Lei　 Zhang X ianm in

Abstract　 On the ba sis of summing up the eno rmous li teratures and o ur inv estig atio ns,

m any im po rtant to pics, such as the backg round, histo ry, sta tus quo and prospect of the

m atrix perturbatio n theory in st ructural v ibratio n a nalysis, a re system atical ly review ed.

The applica tions in eng ineering and som e unsolved problems a re discussed in detai l.

Besides, a la rg e num ber of references are li sted fo r the researchers to consult.

Keywords　 st ructural v ibratio n, perturba tion, m atrix no tation
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