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变压力场中气泡非线性振荡的数值模拟

张 秀华 赵 键
(中山大学计算机 系

,

广州 5 1 0 2 7 5) ( 中山大学应用力学与工程 系 )

摘 要 本文采用计及液体可压缩性的 iG lm or
e

方程作为气泡壁面运动的数学模型
,

并用

吉尔方法建立求解非线性常微方程组初值问题的计算程序
。

通过实例计算
,

结果表明
:

气泡

在较大幅度的变化压力场中
,

会发生十分显著的非线性振荡现象 , 泡壁振荡幅度与压力场变

化幅度
、

频率及指数脉冲宽度有关
.

关被词 气泡
,

非线性振荡

分类号 T V 1 3 1
·

2

变化压力场的存在是气泡生长与溃灭的主要原因
.

例如
,

在舰船螺旋桨区域
,

泡的

微核在低压处长大
,

流向高压处迅速溃灭
,

产生很大的冲击力损坏桨叶
; 又如在超声清

洗装置中
,

声压力场周期性变化导致气泡胀大与收缩
,

冲刷物体表面污迹
.

前者可近似

用指数脉冲描述气泡到达高压区的环境压力场
,

后者则用简谐函数表达
.

s o lm o n & P l e s s e t 〔`〕用 R a y l e i g h 方程求解 T 气泡在变化压力场中的非线性 振荡响

应
.

但这一模型中不考虑液体的可压缩性
,

在泡壁运动马赫数较大或振荡频率较高时不

够精确
.

文献 〔2
, 3〕 中作者专门对此进行 了研究

,

并指出 iG lm or e
方程

〔们在上述条件下

是足够精确的
.

因此
,

为了研究气泡在指数变化压力场或简谐变化压力场中的振荡特性
,

本文采用 G il m or e
方程进行数值模拟

.

1 基本方程

G i lm o r e
在 K i r k w o o d一 B e t h e

假设的基础上导出了泡壁运动方程
〔̀ ,

.

。 二 /
,

尺 \
.

3 ` ,

z
,

1 尺 \
, ,

z二 尺 \
.

R片 /
,

尺 \

八八 1 1 一 下考 J 州卜二丁代
“
l 上一 气万 下二 }一 21 吸 1州卜 下二 1 州卜 - 下共 - 1 1 一 下二 ,

、 七 , 乙 、 J 七 / 、 七 , 七 、 七 ,

其中
,

R
,

尺
,

左分别为泡壁处的半径
、

速度和加速度
; C 为泡壁处声速

;

泡壁与无穷远处的恰差及其时间变化率
.

( 1 )

H
,

H 分别为

对于多种液体
,

等嫡压缩试验的压力 ~ 密度关系
,

均接近于经验性的非线性关系式
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.
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设泡壁处液体一侧的压力为 尸 : ,

则
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若泡内气体经历绝热压缩过程
,

则

尸一 尸。

(翻
” 一

臀
一 4 ,

簧 ( 5 )

式中
,

尸。为泡内气体初始压力
; y 为气体的绝热指数

, 。
为气液分界面表面张力系数 , 召

为液体的粘性系数
.

简谐变化压力场环境压力为

P二 ( t ) 二 P
。
( 1 + A s i n ajt ) ( 6 )

指数变化压力场为

P 二 ( t ) = P
。
( 1 + A e 一 , / `。 ) ( 7 )

式中
,

A 为压力场的变化幅度
; 。 为简谐变化频率

; t 。 为指数衰减变化的特征时间
.

2 数值模拟

上述建立的数学模型
,

属两阶非线性常微分方程组
.

文献 〔5〕 中介绍了吉尔方法及

其计算程序
.

其积分步长可预先给定
,

但在积分过程中可以 自动地在最小步长 H m in 和

最大步长 H m a x
之间放大或缩小

,

以便使积分步长尽可能地大
,

且在欧几里得模的意义

下单步误差不大于给定的误差界
.

该程序能自动选取阶
,

尽可能地节省积分的计算时间
.

对一个 4 个未知最的一 价维

线性方程组作了实例计算 (见文献 〔5〕 )
,

在自变量 t = 5
.

。。。。4 3 2 85
,

计算得未知量 夕 1
-

一 5
.

0 8 3 1 0 1 1 9 0
,

与精确解一 5
.

0 8 3 0 8 9 9 2 2 之间相对误差为 1
.

1 2 又 1 0
一 `

.

(设定相对误差为

1 0一
6 ,

很接近 )
.

在本文计算中
,

取相对误差 E尸 S 一 1 0一
6 ;
选用阿当姆期预估— 校正法

,

令 M ax d e r

~ 8 (该方法中允许使用的导数的最大阶次 )
,

用 F O R T R A N 语言编程计算
.

对水中气泡振荡响应进行计算
,

各个参数的选取如下
:

P
。
= 1 0 0 0k g /m

3 , , ~ 7
.

0

P
。
= 1

·

0 1 2 9 2 8 X l o 5N /m ,

R
。
= 1 0

一 4
m

, 口一 0
.

0 7 2 8 N / M

y ~ .1 4
,

产~ 。 (忽略水的粘性项 )

t 一 o 时
,

R = R
。 ,

尸乙一尸
。 ,

则由 (5 ) 式得

尸和 ~ 尸
。
+

在任一时刻有

( 8 )2a一0R
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则从 (3 ) 式得到

7
2 1 ~

-二户

6

尸 L 一 尸二 x l ’ + x : ` x :
十 刘x ; + 城戏 十 xl 刘 + 碗
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( 9 )

( 1 0 )

则 G i lm o r e 方程式 ( 1 )

d R

d t 一

d U

可化为一常微分方程组的初值问题进行求解
,

令 U 一左
,

即

( 1 1 )

d t 一 {
H (

` +

咎)
+

最(卜号)〔
一 3了p ; 。

(簧)
’ `

+

餐〕
一

友令翻
一

铆
一

扣 (
` 一

揣川
“

(卜铆 ( 1 2 )

设初始时刻泡壁处于静止
,

则

t = 0
,

R = R 。 ; U = 0
.

0
·

由以上推导编程实践中
,

发现按 ( 3) 式直接求 H 导致死循环
,

这是因为 尸: ,

P 。 《 B

时
,

( 3) 式中两相减项均接近 1
,

由于数值计算中有限字长截取
,

造成了极大的误差
.

在

改用 ( 1 0 ) 式之后
,

解决了这个问题
.

3 数值模拟实例

( 1) 简谐变化压力场

表 1 简谐变化压力场中气泡非线性振荡响应特征
’

f a
b

.

1 C h
a r a e t e r i s t i e s o

f b
u b b le n o n

li n
e a r o s e i l la t io n s i n h

a r
m

o ” ie P r e s s u r e
f i

e
ld

项 目
幅度 A

(大气压 )
角频 ( 1 / s ) 振荡特点

状况 1

状况 2

状况 3

状况 4

0
.

5

0
.

5

0
.

5

0
.

8

1 0 5

O 9 2 X I O5

3 X I Os

1 0 5

振荡幅度较大
,

非线性明显

振荡幅度率最大
.

接近线性共振频率

振荡幅度较小
,

有明显的非线性

振荡幅度很大
,

非线性强

表 1 中 1
,

2
,

4 三种状况的振荡波形图分别见图 1
,

2
,

3
.

从图中可见
,

气泡对简谐

变化压力场的响应是一个复杂的非线性振荡过程
·

初始阶段为过渡区
·

由于非线性作

用
,

在过渡区后不会象线性振荡一样成为单一频率振荡的简谐波 ; 它的波幅呈复杂变化
,

波形峰部钝而谷部尖锐
。

即气泡在受到压缩回弹瞬间
,

运动变化最为激烈
.

图 2表明接近于线性振荡共振频率 (。
r

一 2
.

09 2 x l 。 ,
( 1 /: ) )

,

振荡幅度明显加大
.

因

此在超声室化设备研制中
,

有必要针对气泡共振点选择激励频率
,

达到最佳清洗效果
.

图 1和图 3频率相同
,

但后者压力场幅度大
,

持振荡响应明显加强
.
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图 I A ~ 。
.

5
, 。 = 1 05 时泡壁半径的响应 图 Z A = 。

.

5
, 。 = 。

r

= 2
.

o 92 x 10
,

时泡壁

F ig
.

1 R e s p o n s e o f b u b b le r a d iu s a t A = o
·

5
,

半径的响应

aJ = 10 5 F ig
.

2 R e s p o n s e o f b u b b l e r a d i u s a t

A = 0
.

5
, 仍 = 叭 = 2

.

0 92 X 10
5

( 2) 指数变化压力场

表 2 指数变化压力场中气泡非线性振荡响应特征

T a b
.

2 C h a r a e t e r
i
s t i e

s o f b u b b le n o n lin e a r o s e
ill a t i o n s

in
e x P o n e n t i

a l P r e s s u r e f ie l d

项目 幅度 A (大气压 ) 特征时间 t 。 ( s ) 振荡特点

状况 1

状况 2

状况 3

4 X 10
一 6

2 X 10
一 e

10
一 6

振幅最小
,

经历一段非线性区后
,

近似线性衰减

振幅中等
,

经历一段非线性区后
,

近似线性衰减

振幅最大
,

经历一段线性区后
,

近似线性衰减

51020

表 2 中状况 3 的图形在图 4 中给出
,

状况 1
,

2 的图形与图 4 相似
,

只是幅度大小有

差别
.

气ù气

, / (5 火 10
一 `

)

图 3 A = 。
.

8
, 。 = 10

`
时泡壁半径的响应

F ig
.

3 R e s p o n s e o f b u b b l o r a
d i

u s a t A = 0
.

8
, . = 10

5
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比较这 3种情况
.

表明指数脉冲幅度越大
,

作用时间越短 (即尖锐性强 )
,

则其振荡

响应越强
.

从图 4 中可见
,

在起始阶段存在着一段非线性过渡过程 , 其后
,

出现呈指致

衰减的波动图形
,

且频率与线性振荡情形基本上相同
.

是一种衰减的自由振荡模式
.

图 4 A = 20
, t。 = 10

’ `

时泡壁半径的响应

F ig
·

4 R e s P o n s e o f uB b ble R a d i u s a t A二 20
, t o = 10一

说明
:

图 1~ 4 中
,

R / R
。
~ t 的关系曲线

,

泡壁半径 R 是通过数值棋拟计算褥到的
.

如果配备有高速度摄影装置就可以用实验测出泡的半径
,

见文献 〔幻
.

4 结 论

气泡对变化压力场的响应是一种非线性的振荡过程
.

在简谐变化压力场中
,

当压力

场变化频率接近于气泡固有频率时
,

振荡响应的幅度最大 ; 当压力场幅度加大
,

则气泡

振荡响应幅度也会上升
,

且非线性特征加强
.

在指数变化压力场中
,

脉冲形状愈是尖锐
,

气泡振荡响应愈强
;
在一定时间后

,

气泡近似以其线性振荡的固有叔率作衰减振荡
.
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