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关于带跳反射扩散过程的

下鞍问题及其应用

丁 灯
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,

广州 5 1 0 2 7 5 )

摘 要 提出一个联系于一类在上半空间上带泊松跳的反射扩散过程的下软问题
,

并在

一组较弱的条件之下证明该下轶间题的解的存在性
.

进而讨论了这一类下较间题的解与一

类在上半空间上具有反射边界的带泊松跳的随机微分方程的解的关系
,

并在一定的条件下

证明了这两种解的一种等价关系
.

关链词 轶
,

下较问题
,

随机微分方程

分类号 o Z x l
.

6 3

1 下鞍间题的提出

所谓较间题方法是由 S t r
00

0 k 和 V ar ad ha
n
首先提出的一种用鞍理论来研究随机微分

方程的理论和方法
,

在随机分析的许多方面
,

如扩散过程的构造
,

随机控制等有着广泛

的应用
〔,

,

’ 〕
.

为了研究具有反射边界的随机微分方程
,

文 〔3〕还提出了所谓的下鞍问题
.

这里
,

主要根据在连续情形下的下软的思想
,

我们将提出一个联系一类带跳扩散过程的

下鞍问题
.

设 d ) 2
,

R
d

为 d 维的欧氏空间
,

D 为 R 己

的上半空间
,

即 D 一 { x ~ ( xl
,

… x 己 ) 任 R 己 ,

x d

) o } ;

刃 = { x 任 R
J ; x d

= o } 为 D 的边界
; Z = R d

\ { o }
.

假设
a ( t

,
x ) = ( a 、 ,

( t
,
x ) )恐

一 , ;

b ( t
,
x ) 一 ( b

`
( t

,
x ) )匕

一 ; ; ` ( t
,
x

, z ) = ( c `
( t

,
x

, z ) )匕
一 ,

分别为 ( t
,
x ) 任 R

十 x R
d

和 ( t
,
x

, z ) 任

R + x R 己 x Z 的 B or el 可测函数
.

对任一 R d

上的光滑函数 f
,

我们记

L
,

f ( x ) 一 习
a : ,

(`
,
x ) ; , f ( x ) + 习b`

( :
,
x ) ; f ( x )

〔f ( x + c ( :
,
x

, z ) ) 一 f ( x ) 一 习
c :

( ,
,
x

, z )汉f ( x )〕m ( d z )

1 月

we
J

够+

( 1 )

这里 凡f ( x) 一 万 ( x )/ 肚
`

七
, ,

汉f( x) 一 万 x( )/ 七
! ,

m d( z) 为 (Z
,

男 (Z )) 上的
。 一
有限测度

,

使得对任一集合 A 任 , ( Z ) ( Z上的 B or le 可测集族 )
,

如果 万 n { 0} 一 必 有 m ( A ) < 二
.

收稿 日期
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一
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定义 1 设 x 任 D
,

如果存在一概率空间 (口
,

了
,

(了
`

)
: ) 。 ,

P
,

) 和一 D 一
值的右连左极

(了
r

) 一适应过程 X
r ,

使得 尸
二

( X
。
一 x) 一 1且对任一函数 f 任 C犷( R

己
)

,

同时 几f( x ) }。 )

O
,

有

X
:

( f , “ f `X
!

, 一 f ` X , 一

{;
L` f (X

:

) d ,

( 2 )

是 (尸
二 ,

梦
`

) 下鞍
.

则称 ( X
: ,

尸
二
) 是关于 L

,

a(
,

b
, ` ) 的以 x 为初值的下鞍问题的解

.

关于下鞍问题的诵
,

我们不难证明如下的命题 (详见 〔4〕 )
.

以下我们总假设所有的

概率空间满足通常的条件 (见 〔5〕)
.

命肠 1 设 ( X
, ,

尸 二
) 为一下较间题的解

,

且函数
a ,

b
, `
满足如下的条件

:

存在常数 K
l

> o 使对任意 (t
, x ) 任 R + x R J ,

在通常的向量及矩阵的范的意义下
,

有

.” ( :
,
X ) !

2
+ 一 ( ,

,
X ) .}

2
+

{
二

: ( :
,
X

, · )一 (d · ) 、 、 1

( 3 )

则 ( 1 ) 对任一 f 任 c 云( R
J
) 且 几f x( ) !。 ) 。及 抓x) 一 尸

,

X
,

( f ) 及 X
`

(叻 都为 ( D L ) 类下

鞍川
; (2 ) 对任意的 i ~ 1

,

.2
·

.d 一 1
,

记 抓 x) 一 分
,

X
,

(卯 为一鞍
.

设 (门
,

了
,

(了
:

)
:
) 。 ,

尸 ) 为一概率空间
.

其上定义了一标准 d 一
维 (

.

乡几) 一
布朗运动

( B
:

)
: ) 。
和一以 m d( z) 为特征测度的平稳泊松点过程 P

` ,

P
,

与 B
,

相互独立
.

记 P ( dt
,

dz ) 为

由 P
,

产生的随机测度
,

q ( dt
,

d z) 一 P ( dt
,

d z) 一 d tm d( z) 为相应的鞍测度
.

下面
,

我们

考虑一类 D 上的随机微分方程
:

dX
。

一 “ ( ,
,

X
,

) d : + · ( ,
,

X
。

)` B
,

+

{
二· ( :

,

X
, , · )、 ( d ,

,

` · ) + · ( X
,

) d“ ( 4 )

及其反射边界条件
:

又寸v , ) 。
,

{;
X ,d :̀ 一 。

,

女口果 “
:

( W , > 。
,

△“ ( W , 一 ZX了( W ,
( 5 )

这里
,

X
,

一 ( X {
,

… X梦) 为一 D 一
值的右连左极适应过程

; 子
:

为一零初值的适应的右

连左极单调增过程
,

`宁
`

( w ) 一 右
,

( w ) 一 泞
r

( w )
,

泞: ( w ) 一 宁
,

( w ) 一 乙 “ 泞
,

(二 ) ; 。 ( ,
,
x ) 一

s毛 t

(。
`,
( :

,
x ) )悉

一 , ,

记
a ( t

,
x )

b 和 `
如上所定义

,

r( x ) 一 (0
,

… 。
,

1) 任 R气

一

音
。 ( `

,
X , 。 “

,
X ,

了
(。

丁

为
。

满足初始条件 X
。
一 x 任 D 及边界条件 ( 5)

的转置 )
,

如果随机微分方程 ( 4 ) 存在解 ( X
, ,

宁
,

)

,

并且 宁
,

为连续的增过程
,

应用 I ot 公式
,

可知

、 X
: ,

尸 ) 是关于 L
,

a(
,

b
, 。 ) 以 x 为初值的下鞍 问题的解

.

因此
,

为了讨论下鞍问题的存在

性
,

我们先转而考虑方程 ( 4) 的解的存在性问题
.

定理 1 如果函数
。 ,

b
, `
满足有界性条件 (3 ) 及李 氏连续条件

:

存在常数 K
:

> 。
,

使

、 .产、 .夕内卜ù7rZ̀、了.、

得对 V t 任 R 、 x
,
y 任 R 己 ,

有

}b ( t
,
x ) 一 b ( r

,

夕 ) }
2
+ 日

。 ( t ,
x ) 一 。 ( z

,

少 ) 镇 K
Z

}x 一 y l
’

{ 】
c ( r

,
x

, z ) 一 c ( t
,
夕

, z ) }
Zm (d z ) 镇 K

:

}二 一 少 }
’

则对任一概率空间及其上的布朗运动和泊松点过程 Bt

任 D 为初值的满足边界条件 ( 5) 的解 ( X
, ,

宁
,

)
.

进一步

V ( t
, z ) e R + X 2

.

x d
+ 。 J

( t
,
x

, z ) ) 0

及 P
, ,

方程 (4 ) 唯一地存在一以 x

如果
` 还满足条件

,

对 V x 任 D
,

( 8 )
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则其解中的 泞
,

是一连续的增过程
.

定理的证明主要应用经典的逐次逼近法及 〔7〕 中一个关于间断函数 S k or o k h od 问题

解的结果
,

详 细证明可见 〔4 〕
.

2 下鞍间题解的存在性

这里将在较弱的条件下讨论下鞍问题解的存在性
.

首先我们需要下面的两个引理
.

引理 1 设 函数
。 ,

b
, 。
满足有界性条件 ( 3 )

,

( X
` ,

泞
:

) 为方程 (4 ) 的一个满足边界条件

(5 ) 的解
,

则对 V T > 。
,

存在常数 K
T

> 0
.

使得对任意
: ,

t 任 〔o
,

T 〕
,

当 Y
`

一 X
`

或 氛

日寸

E 〔 }Y
:

一 Y
:

1
2〕镇 K

T

}t 一
, } ( 9 )

应用 l ot 公式及 G or n w all 不等式
,

不难证 明这一引理
,

下一引理是关于方程 ( 4) 的

K r y lo v
估计

,

其证 明及 〔8〕中相应的 K r y l o v
估计相 同

.

引理 2 在引理 1 的假设下
,

如果
。 还满足条件

:

存在常数 K
。 ,

使得对 V t 妻 0
,
x

,

y 任 R气

K
。

}川
2

镇 y 武 t
,
x )武 t

,

x)
了

尹

则对 V P ) d 十 1及 T > o
,

存在一常带数 K
3 ,

对任一 R + x R 己

E (

丁)
, (`

,

二
,

) d ` ) 、 、 3

}. , .}
户

一 (

{:{
丫 . , ( ,

,
二 ) : d x d : )

1 ,
.

( 1 0 )

上的 B or e l 可测函数 f
,

有

( 1 1 )

这里
,

}{ f }}
,

定理 2 设 m ( d z ) = d z / 1
2
{
d十 ` ,

函数
。 ,

b
, 。
满足条件 ( 3 )

, 。
满足非退化条件 ( 1 0 ) 且

为对称非负定方阵函数
, ·
满足条件 ( 7 ) 及 ( 8 )

·

记
a ( :

,
X ) 一

合
。 ( ,

,
X ) 。 ( :

,
X )一 则对任 -

x 任 D
,

T > 。
,

在 〔o
,

T 〕上存在一关于 L
,

a(
,

b
, 。 ) 的以 x 为初值的下鞍问题 的解

·

证明 类似 于 〔8〕的证明
,

我们可以选取一光滑的函数列 (砂
,

夕 ) 一致地满足有界性

条件 ( 3 ) 及非退化条件 ( 1 0 )
,

同时
,

对
n = l

,

2
,

3…
,

有

}} tr (。 一 了 ) ( 。 一 护 )
丁

}}
己+ 1

毛 2 一
” ,

}} }b 一 夕 } }}
己、 1

镇 2 一
”

( 1 2 )

另一方面
,

我们还 可证明存在一概率空间 (z
,

了
,

尸 ) 及其上 的一列随机过程 ( X犷
,

句
,

脚
,

尸为 和过程 ( X
` ,

泞
, ,

B
` ,

尸
`

) 满足如下的性质
:

( i ) 记 仁尹犷= 叮 {X 少
,

右梦
,

B 梦
,

P罗; O镇 : 成 t }及 了
:

= 叮 {X
` ,

泞
, ,

B
, ,

P
: ; O毛 , 镇 t }

,

则 B 夕
,

B
,

分别为 (了冲 及 (厌
,

) 的布朗运动
,

尸了
,

尸
`

分别为以 m d( z) dt 为特征测度的泊松

点过程 (其鞍测度分别记为 、 ·

( d t
,

d z ) 和 。 ( d t
,

d z ) ) ;

ii( ) X犷为右连左极的 D 一
值过程

,

句为连续的增过程
,

且 ( X r
,

句
,

尽
,

尸为满足以 少
,

夕
, ` ”

为系数的方程 ( 4) 及边界条件 ( 5 ) ;

i( ii ) 记 竹 一 X犷或者 句
,

即竹 一致地满足条件 ( 9 )
,

且满足如下两式
:

1im s u p P { s u p ! Y夕} ) M } = o ( 1 3 )
几夕, 未 、

, O蕊 t镇 T

和对 V ￡ > O
·

l im s u p S u p P { Iy 犷一 Y梦l ) : } = O ( 14 )
占一 。 ,

}
`一 ; } < 占

s , t C 〔O J 下
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( i v ) 对 V o 簇 t 簇 T
,

( X r
,

泞犷
,

B r
,

P梦) 依概率收敛于 ( X
: ,

誉
: ,

B
, ,

P
,

) ;

( v ) ( X
, ,

右
` ,

B
, ,

P
,

) 满足以
。 ,

b
, 。
为系数的方程 ( 4 )

,

且 X
,

为右连左极的 D ee
值过程

,

奋
:

为连续的增过程
.

下面证明 ( X
: ,

“ ) 同时也满足边界条件 ( 5 )
,

为此往证又寸v 。 、 , 、 丁
,

{;
( X : ) d“ : 依

概率收敛
式Xfd

`
, ·

由分部随机积分公式

{;
; ` ,

:

一 ; 。 一

{;
,

,

d * 及
{;

,
S

d ,
,

-
青召

这里
,

科 一 ( X 力
己

或 X了
,

叭 一 句或者 右
, ,

有

.

上
(
?x) 淤卜卫xfd

之`、 (
:x)

`

。 一

践
+ }
丁;
`: ” : ( `

,

X : ) `一丁…
`

!

” ·
( `

,

X
,

,“ ,

+ }
{;馨

` ;。
,
( 5 ,

X : ) d B : ( ` , 一

{;名泞
,口。 ( : ,

X
:

) d B
,
( : ) I

+ .

{;{
二

。: e
J
( `

,

x ;
, · ) 。

,

( d ` ,

d ·

卜丁;丁
二

“ C · ( `
,

X
! , · , ; “ ` ,

` · , ,

+

合. (̀ : )
2
一 ` , , 二 ` 1

+ ` 2
+ 1

3

+ ` 4
+ 1 5

( 1 5 )

由性质 ( iv) 及 ( 1 3) 可得
:

I
,

及 I 。 依概率收敛于 。
.

对于 1
2 ,

取一固定的 N
,

有
:

` 2

、 .
{;

(` ;” , (`
,

X ; ) 一 `
,

“ , (,
,

X
;

) ) d ` . + ,
{;
“ : ” : “

,

X ; , 一 ` ;“梦(`
,

X : , , d￡ ,

十 .
{;

(`
!

、 (万
,

X
,

) 一 “ “ · ( 5 ,

X
S

, , d` , “ J
l
+ J Z + J

3

由 `
!

的单调性及 b岁的光滑有界性
,

存在常数
C l , ` 2 ,

使得 了
1 、 。 1

{;
.`: 一 `

,

.d
` + C Z

`
t

{;
,X :

一 X
:

}d
: ,

于是 由性质 ii( i) 及性质 ( iv)
,

可证 明 J
,

依概率收敛于 。
.

另一方 面
,

J
:

镇

`:

{;
}“ : (一 X : ) 一 “ , (`

,

X ; ) .d
` ,

于是 由性质 ( i、i )
,

应用 K r g l。 ·
估计 (弓,理 2 )及 ( 1 2 )不难证

得 J: 也依概率收敛于 。
.

同理
,

可证得 J 3

依概率收敛于 。
,

即 I :
依概率收敛于 .0

对 于 1
3 ,

I
` ,

如 〔8〕 中定理 2
.

1的证明相似
,

应用如上的处理方法
,

可证得 1
3 ,

I ;

也依

概率收敛于 0
.

从而证明了

子
,

) 也满足边界条件 ( 5)
.

{;
( X : )

d
d` : 依概率收敛于

{;
X 了d`

! ·

于是由性质 ( i` ,可知 ( X
! ,

应用 I ot 公式
,

马上可知 ( X
, ,

尸 ) 为相应的下较问题的解
,

证明完毕
.

3 在随机微分方程上的应用

下面将讨论 一个相反 的问题
,

即通过下鞍问题的解来寻找方程 (4 ) 在条件 ( 5) 下的

解 (弱解 )
.

以下假设 ( X
` ,

尸
二

) 是 以 x 任 D 为初值的关于 L
:

a(
,

b
, ` ) 下秧问题的解

,

其中函数
a ,

b
, 。 满足条件 (3 ) 及 ( 8 )

,

而且还假设
,

在 尸
二

之下
,

X
,

是拟左连续的 (其定义见 〔5〕.)
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由 X
。

的拟左连续性及命题 1
,

应用下鞍的分解理论 (详见 〔5
,

9〕 )
,

有如下的表示
:

x
`

一
+ 、 +

{;
。 ( `

,

x
!

) d万 +

{;{
: · 、

二

( d X
,

` · ) +

{;
· ( X

:

) d`
,

( 1 6 ,

这里
,

宁
。

为 一连续的适应增 过程
,

斌 为一连 续鞍
,

q
二
(dt

,

d z) 为对应 于 X
,

的跳测度

尸
二

( d t
,

d z ) 的较测度
·

命题 2 在上述的假设之下
,

对任意 t > 。
,

有

{;
X 萝d`

!

一 O
( 1 7 )

证明 等价地
,

将证明
{;

I ; ( X
,

) d `
,

一 。
,

这里力一 D \ aD
,

为此
,

我 {门往证
,

又寸任 -

紧集 ` 仁方
,

有
{;

I
*
( X

,

, d`
,

一 。
·

记
: 。

= i n f { s ) o ; X
,

任 K } A t ; r Z , + 1
一 i n f { s ) r Z , ; X

:

任 刃 } 八 t ; : 2 ,

= in f { s )

r , 一 , ; x
:

任 K } 八 t
.

则 r ,

为停时
,

且 r `

个t
.

取 。
:

为一串有界开集
,

使得 K 〔 O
:

仁百
`
仁

O
*+ l

仁 D 且 D = U O
` .

另取函数 g
,

任 C犷( R
d
) 使得 o 镇 9

.

( x ) 镇 1
,

而且当 x 任 O
` ,

g `
( x )

1 = 1

一 1 ; 当 x 任 R d

O\ 汁 l ,

g
:

( x ) 一 0
.

取 只 ( x ) 一 x 己
·

g
,

( x ) 则当 x 任 劝时
,

几只 ( x ) 一 。
,

从

而由命题 2
,

X
,

(只 ) 为一鞍
.

对任一固定的
n ) 0

,

取 姚
,

= i n f ( s ) r Z , ,

X
,

百 O
`
} 八 t

,

则 雌
,

为停时
,

且 由于 X
。

的

拟左连续性
,

可证得
: , 2。

个
r Z, + ,

(当 i ~ co )
.

另一方面
,

当 ( s ,

w ) 任 [
r Z , ,

嵘 〕时
,

X
,

( w ) 任

O
`

从而 供 ( X
,

( w ) ) = X了( w )
,

于是 由 ( 2 ) 及 ( 1 6 )
,

分别得 ( 以下为简单起见
,

记 亡 = 瑞
,

)

X
! 八一 ( , ) 一 X一

2,

(* , 一 X么
r

一 X犷
八 · 2,

一

{)::
2

,

” ·
(一 X

·

, d
·

一

{{::
2。

d·

{
二

` X梦+ C
· `一 X一 , , `g

!

` X
·

+ c `一 X一 ” 一 ` ’ m (d· ’ (` 8’

和

X
: 。 : `

(价 ) 一 X
: 八 r Z

。

(界 ) 一 (泞
, 八 r

一 (宁
, 八 r ,

一 宁
, 八 r Z

。

)

都为 (尸
二 ,

了
:

) 一鞍
,

故得 Y
,

一 必

广
s八 r `

一 子
: 。 r , .

) = X了八
r ,

一 X 了八
r ,

一 } b己 (
r ,

X
r

) d r

J s八 r Z ,

( 1 9 )

一 “ 八 · ,

) 一

{:::
2

,

d ·

{
二

( X ` + C
·
(一 “ 一 ’ ( g `

( X
·

十

C (r
,

X
r ,

z) ) 一 1) m ( d z ) 为一连续的有限变差可积鞍
,

且为零初值
,

故得 y
:

二 0
,

但由条

件 (8 ) 及 g
,

的取法
,

有

( X梦+ C 己 ( r ,

X
, , z ) ) ( g

,

( X
,

+ C ( r ,

X
r , z ) ) 一 l ) 镇 。

故得 “ 八 r

一 “ 八 · 2。

一 0 或者
{)

2 ,

` *
( X

`

, d“ 一 。
·

令 `

一
得
丁:犷

’ 一 `孟 ( X
`

, d`
!

一 O
·

另一方

面
,

我 门̀显然有
{

r , ”

I
*
( x

:

) d宁
,

-

r Z月一 z

.0 从而有
卫*(I

X
:

) d`
,

一 .0 令 K 一 或 啊
证得

{:
, 。 ( x

:

) d。
:

一 。
,

证毕
.

另 一方 面
,

对 任一 函 数 f 任 c 云( R勺
,

令 了( x ) ~ f ( x ) + a
尸

,

取 足 够大 的
a
使

叔了( x ) }。 ) o
,

于是根据命题 1 及 ( 1 6) 存在唯一连续有 限变差适应过程 泞
,

( f )
,

使得
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X
:

(f ) 一 子
:

( f ) 为一鞍
·

命题 3 设 U 为 x 任 Da 的一个邻域
,

如果 f 任 c 呈( R
“
) 使得在 U 门刃 上 几f ( x ) )

。
,

则有
丁;
` · ( X

:

) d`
,

( f , ) 0
·

证明 设开集 N 满足 刃 仁 U
,

取 g 任 c 二( R
“
) 使 。镇 g x( ) 镇 1

,

且当 x 任 N
,

g ( x)

一 。 ; x 任 R d

\U
,

g ( x ) 一 1
.

记 云一
a g尸

,

则可取足够大的
a ,

使得 了x( ) 一 f ( x ) + 云( x)

在 刃 上有 献了( x ) ) 。
.

从而存在增过程 泞
。

(了) 使得 X
:

( f ) 一 右
,

(了) 为鞍
,

且有 宁
`

( f ) ~

“ (了) 一 “ (` )
·

同 时 用 类 似 于 命 题 2 的 证 明
,

可得

且尔
X

:

) d `
,

(k) -
0

.

从 而 有

{;
, 、 ( x

:

) d` 、 , ) 一

{;
` / ( X

夕

, d`
·

(了, ) 。
,

令 N

应用命题 2 和 3
,

用类似于 〔1〕第二章定理

定理 3 对任一函数 f 任 C爹(尺
“
)

,

有
:

~ U 则命题得证
.

3
.

1 的证明
,

可得下面的定理
.

“ ( , ) 一

);
、 f ( X

,

) d “
( 2 0 )

对任意一函数了任 C `(尺“ ,
·

根据定理 3
,

我 门̀有 X
。

( f ) 一

{;丙f ( X
:

d) 右
,

为一 (尸
二 ,

了
之

)

鞍
,

于是取 f (妇 一 已0<
,

y 一 >x 及应用 〔6〕 中的鞍表示定理类似于 〔1 0〕中的相应证明方法
,

不难证得
,

(X
` ,

宁
:

) 满足方程 ( 4)
.

另一方面
,

命题 2说明了 ( X
: ,

宁
:

) 满足边界条件 ( 5 )
,

因

此可得如下的定理
.

定理 4 如果
a ( t

,
x ) = 告

。 ( `
,
了 ,。 (`

,
二 ’ 了

·

则随机微分方程 ( 4) 存在一以 x 为初值的

满足边界条件 ( 5) 的解 (弱解 )
.

作者在完成本文的过程中
,

受到司徒荣教授的多次有益的指导和帮助
,
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