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摘　要　考虑了一类非线性中立型微分方程 x ( t) = g (t , x ( t) )+ f ( t , x (t ) ) , x ( t- △ ( t ) ) ,x (t

-△ ( t ) ) ,其中△ t是非负无界函数 ,满足 (t -△ ( t) )→+ ∞ ( t→+ ∞ ) ,得到了零解在 C( 1)空间中

渐近稳定的简单的判别准则 .
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中立型时滞系统的稳定性的判定是比较复杂而又困难的问题 ,文献 [1, 2 ]研究了中立型

有界时滞系统的稳定性 . 在本文 ,我们首先建立了一个无穷时滞的微分不等式 ,然后用这个

不等式及微积分学的上极限理论 ,得到了较简单的关于无穷时滞中立型系统零解渐近稳定

的代数判别法 . 本文的结论对有界时滞的中立型系统也成立 .

1　有关引理

定义 1　设 f∈ C [ I×R
r
×R

r
, R

r
]对任意 (u ,v )∈ R

r
× R

r
, (u- ,v-)∈ R

r
× R

r
( R

r
为 r维欧

氏空间 ) ,若 ui= u
-
i ,u≤u

-, v≤ v
-(ui ,u-i分别为 u ,u-的第 i个分量 ) ,则有

f i ( t , u,v )≤ f i ( t , u-,v-) ,　 ( i= 1,… , r )

称 f ( t , u,v )= ( f 1 ( t ,u ,v ) ,… , f r ( t ,u ,v ) )关于 u拟单调增 .

引理 1　对于定义在区间 ( - ∞ ,+ ∞ )上的连续的 r维向量函数 P ( t )= ( P1 ( t ) ,… , pr

( t ) ) ,j( t )= (j1 ( t ) ,… ,Pr ( t ) )及定义在 [t 0 ,+ ∞ )上非负连续函数△ ( t ) ( t 0是实数 ) ,若满足

1°　P ( t ) <j( t ) , t∈ (- ∞ , t0 ]

2°　存在一组常数 ki≥ 0( i= 1,… , r )

使 ki D Pi ( t )≤ f i ( t , P ( t ) ,P ( t-△ ( t ) ) ) , ( i= 1,… , r ) , t> t 0

ki Dji ( t )> f i ( t ,j( t ) ,j( t-△ ( t ) ) ) , ( i= 1,… , r ) , t> t0

其中 f ( t ,u ,v )关于 u拟单调增 , D P i ( t )表示 Pi ( t )的 Dini左上 (下 )导数 ,则

P ( t ) <j( t ) ,　t 0 < t <+ ∞

证明　由 1°及 P ( t ) ,j( t )的连续性 ,显然有a= sup{t ,P ( t ) <j( t ) }> t0 . 下证 a= + ∞ .

若否 ,a<+ ∞ ,则存在 i使 Pi (a)= ji (a) , P ( t )≤j( t ) , t≤a.　从而有 P (a-△ (a) )≤j(a-
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△ (a) ) ,由 f ( t ,u ,v )关于 u的拟单调性及条件 2°知

ki D Pi (a)≤ f i (a, P (a) , P (a-△ (a) ) )≤ f i (a,j(a) , j(a-△ (a) ) ) < ki Dji (a) ( 1)

若 ki= 0则 ( 1)式不能成立 ,矛盾 .

若 ki > 0,则 D P i (a) < Dji (a) ,由于当 t≤a时 , P ( t )≤j( t ) ,而 Pi (a) = ji (a) ,故

D Pi (a)≥Dji (a) , (D为 Dini左上 (下 )导数 )矛盾 . 故有a= + ∞ .

引理 2　设 Pi ( t )是定义在 ( - ∞ ,+ ∞ )上的非负连续函数 , gi ( t )是定义在 ( t0 ,+ ∞ )上

的正值连续函数 ,△ ( t )是定义在 [t0 ,+ ∞ )上的非负连续函数 ( t0是实数 ) ,常数 aij≥ 0( i≠ j ;

i , j= 1,… , r ) , bij≥ 0( i , j= 1,… , r ) ,若存在常数 ki≥ 0 ( i= 1,… , r ) ,使

kiDP i ( t )≤gi ( t )E
r

j= 1
[ai j jP j ( t )+ bi jP j ( t- △ ( t ) ) ] , ( i= 1,… , r ) , t> t0　　 ( 2)

其中 Re入 (ai j+ bij ) r× r < 0, Pi ( t )在 ( - ∞ , t0 ]上有界 ( i= 1,… , r ) ,则存在 k≥ 1,Ti> 0使

Pi ( t )≤kTi [E
r

s= 1
sup
θ≤ t0

Ps (θ) ] , ( i= 1,… , r ) , t≤ t0 ( 3)

证明　先说明几个基本事实

①设 f i ( t , P ( t ) ,P ( t-△ ( t ) ) )= gi ( t )E
r

j= 1
[ai jP j ( t )+ bij P j ( t-△ ( t ) ) ] ( i= 1,… , r ) , t> t0

其中 P ( t )= (P1 ( t ) ,… , Pr ( t ) ) ,由于 ai j≥ 0( i≠ j; i , j= 1,… , r ) bij≥ 0( i , j= 1,… , r ) ,易知

f ( t ,u ,v )= ( f 1 ( t ,u, v ) ,… , f r ( t ,u ,v ) )关于 u拟单调增 .

② 由假设知:矩阵 (aij+ bi j )r× r是稳定的 M矩阵 ,它是拟负对角占优的 [3 ] ,故存在Ti> 0

使 　E
r

j= 1
(aij+ bi j )Tj < 0, ( i= 1,… , r ) ( 4)

要证 ( 3)式成立 ,我们先证对任意X> 0,有

Pi ( t )≤ kTi [E
r

s= 1
sup
θ≤ t

0

Ps (θ)+ X] , ( i= 1,… , r ) , t≥ t0

其中 k是满足 min
1≤ i≤ r

{kTi }≥ 1的常数 ,由于 min
1≤ i≤ r

{Ti }> 0, 故这样的 k一定存在 .

令ji ( t )= kTi [E
r

s= 1
sup
θ≤ t0

Ps (θ)+ X] , ( i= 1,… , r ) ( - ∞ < t <+ ∞ ) . 现在证明 ji ( t )满足引

理 1的条件 ,由 ( 4)式易知

　 f i ( t ,j( t ) ,j( t-△ ( t ) ) )= gi ( t )k [E
r

s= 1
sup
θ≤ t0

Ps (θ)+ X] [E
r

j= 1
(ai j+ bij )Tj ] < 0, t> t0

由于当 t> t 0时 ,j′i ( t )≡ 0,从而有

ji′( t )> f i ( t ,j( t ) ,j( t-△ ( t ) ) ) , ( i= 1,… , r ) , t> t0

由 min
1≤ i≤ r

{kTi }≥ 1,知

ji ( t )> P i ( t ) , ( i= 1,… , r )　 t∈ ( -∞ , t0 ]

由于 f ( t ,u ,v )关于 u拟单调增 ,从而 P ( t ) ,j( t )满足引理 1的条件 ,因此

Pi ( t ) <ji ( t ) ( i= 1,… , r ) , t≥ t0

再令X→ 0
+
就得到了不等式 ( 3) .

推论 1　设 r是偶数 , r= 2q, gi ( t ) ( i= 1,… , q)是正的连续函数 , P i ( t ) , △ ( t )如引理 2

所述 ,在 ( t 0 ,+ ∞ )上满足

D P i ( t )≤ gi ( t )E
r

j= 1
[aij Pi ( t ) + bi jP j ( t - △ ( t ) ) ] ( i = 1,… ,q)

0≤ E
r

j= 1
[aij P j ( t ) + bij P j ( t - △ ( t ) ) ] ( i = q+ 1,… , r )

( 5)
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ai j ,bij ( i , j= 1,… , r )的假设同引理 2,则存在 k≥ 1,Ti> 0,使

Pi ( t )≤kTi [E
r

s= 1
sup
θ≤ t

0

Ps (θ) ] ,　 t≥ t0 ( i= 1,… , r ) ( 6)

证明　在引理 2中 ,当 gi ( t )= 1( i= q+ 1,… , r ) ,而当 i= 1,… ,q时 ki= 1. 当 i= q+ 1,

… , r时 ki= 0,此时 ( 2)式变为 ( 5)式 . 引理 2的条件满足 ,存在 k≥ 1,Ti> 0,使 ( 6)式成立 .

2　无穷时滞非线性中立型系统的稳定性

考虑非线性中立型系统

x
 ( t )= g ( t ,x )+ f [t , x ( t ) , x ( t-△ ( t ) ) , x ( t-△ ( t ) ) ] ( 7)

其中△ ( t )在 [t 0 ,+ ∞ )上是非负无界的连续函数 ,满足 t-△ ( t )→+ ∞ ( t→∞ ) , x= ( x 1 ,… ,

xn ) T , g∈ C [ [t 0 ,+ ∞ )× R
n ,Rn ] ,g ( t , 0)≡ 0, f∈ C [ [t0 ,+ ∞ )× R

n× R
n× R

n , Rn ] , f ( t , 0, 0,

0)≡ 0,g ( t ,x )的雅可比矩阵连续 . 初始条件为

x ( t )= h( t ) ,　 x
 ( t )= h ( t ) ;　- ∞ < t≤ t0 ( 8)

其中h( t ) , h ( t )在 ( -∞ , t0 ]上连续有界 .

我们假设系统 ( 7)式的满足初始条件 ( 8)式的解是存在 ,唯一的 .

定义 2　称系统 z
 = g ( t , z )的零解满足变分指数估计 . 若存在负的连续函数 r ( t )及常

数 M≥ 1,使

‖ z ( t , s , z 0 )‖ ≤M‖ z 0‖ exp(
t

s
r (z ) dz ) , ‖ h( t , s , z 0 )‖≤Mexp(

t

s
r (z ) dz ) , t≥ s≥ t0

其中 z ( t , s , z 0 )是方程 z = g ( t , z )的满足 z (s , s , z 0 )= z 0的解 ,h( t , s , z 0 )=
 
 z 0

z ( t , s , z 0 ) ,h(s , s ,

z 0 )= E (单位矩阵 ) .

定义 3　设 t0∈ R ,若对任意X> 0,存在W> 0使当‖h‖ <W时有

‖ x ( t , t0 ,h)‖ + ‖ x
 ( t , t0 ,h)‖ <X,　 t≥ t 0

其中‖ h‖ = sup
t≤ t

0

{‖h( t )‖ + ‖ h ( t )‖ } ,x ( t , t0 ,h)是 ( 7)式的满足初始条件 ( 8)式的解 ,则称

( 7)式的零解在 C
( 1)空间中稳定 .

定义 4　若 ( 7)式的零解稳定 ,且当‖h‖ <W时有

lim [‖ x ( t , t 0 ,h)‖ + ‖ x
 ( t , t 0 ,h)‖ ]= 0

则称 ( 7)式的零解在 C
( 1)空间中渐近稳定 .

引理 3　设 x ( t , t0 ,h)是系统 ( 7)式的满足初始条件 ( 8)式的解 , z ( t , t0 ,h( t0 ) )是 z
 = g ( t ,

z )的满足初始条件 z ( t0 )= h( t 0 )的解且 x ( t , t0 ,h)与 z ( t , t0 ,h( t0 ) )在 [t0 ,+ ∞ )上有定义 ,则有

x ( t , t 0 ,h)= z ( t , t0 ,h) )+
t

t0
h( t , s , x (s , t0 ,h) ) f (s ) ds , t≥ t0 ( 9)

其中 f (s )= f (s , x (s, t0 ,h) ,x (s-△ (s ) , t0 ,h) ,x (s-△ (s ) , t0 ,h) ) ) .

证明　完全类似于文 [4 ]的 Alekseev公式的证明 ,从略 .

定理 1　设系统 ( 7)式满足下列条件

1°系统 z
 = g ( t , z )的零解满足变分指数估计 ,且存在 k> 0使对 t≥ t0 ,‖ z‖ <+ ∞有

‖ g ( t , z )‖≤ k‖ z‖ .

2°‖ f ( t ,x ( t ) , x ( t-△ ( t ) ) ,x ( t -△ ( t ) ) )‖≤

a ( t )‖ x ( t )‖ + b ( t )‖ x ( t-△ ( t ) )‖ + c ( t )‖ x
 ( t-△ ( t ) )‖

33第 4期　　　　　　　　　贾保国: 无穷时滞中立型系统零解的稳定性



其中非负连续函数 a( t ) ,b( t ) ,c( t )及 a ( t ) /|r ( t )|,b ( t ) /|r ( t )|,c ( t ) /|r ( t )|有界 , r ( t )为定义

2中的负函数 .a= supa ( t ) ,b= sup b( t ) , c= supc( t )及 a′= sup a ( t ) /|r ( t )|, b′= sup b( t ) /

|r ( t )|, c′= sup c ( t ) /|r ( t )|, t≥ t0 .

3°　矩阵 A=
- 1+ Ma′+ Mb′　Mc′

k+ a+ b　　　 - 1+ c
是稳定的 . 其中 M是定义 2中的常数 ,则有

① ( 7)式的零解在 C
( 1)空间中稳定 .

② 若
+ ∞

t
0

r (z ) dz= -∞ , 则 ( 7)式的零解在 C
( 1)空间中渐近稳定 .

证明　令 x
 ( t )= y ( t ) , 则 x

 ( t- △ ( t ) )= y ( t-△ ( t ) ) ,因此方程 ( 7)可化为如下形式

y ( t )= g ( t , x ( t ) )+ f ( t ,x ( t ) ,x ( t -△ ( t ) ) , y ( t-△ ( t ) ) )

由条件 1°, 2°得

‖ y ( t )‖ ≤k‖ x ( t )‖ + a‖ x ( t )‖ + b‖ x ( t-△ ( t ) )‖ + c‖ y ( t-△ ( t ) )‖ ,　 t≥ t 0 ( 10)

由引理 3知系统 ( 7)式的解满足

x ( t , t 0 ,h)= z ( t , t0 ,h( t 0 ) )+
t

t
0

h( t , s ,x (s , t 0 ,h) )+ f (s ) ds , t≥ t0

其中 f (s )= f (s , x (s ) , x (s-△ (s ) ) , y (s-△ (s ) ) ,为简单起见 ,记 x ( t )= x ( t , t 0 ,h) ,由 1°, 2°

知 ‖ x ( t )‖≤M‖ h( t0 )‖ exp(
t

t
0

r (z ) dz )+
t

t
0

Mexp(
t

s
r (z ) dz ) (a (s )‖ x (s )‖ +

b(s )‖ x (s- △ (s ) )‖ + ( (s )‖ y (s- △ (s ) )‖ )ds ,　t≥ t0 ( 11)

当 -∞ < t≤ t0时 ,令　 P1 ( t )= M sup
θ≤ t

0

‖h(θ)‖

当 t> t 0时 ,令　 P1 ( t )= M sup
θ≤ t

0

‖h(θ)‖ exp(
t

t0
r (z ) dz )+

t

t0
Mexp(

t

s
r (z ) dz )·

(a(s )‖ x (s )‖ + b(s )‖ x (s-△ (s ) )‖ + c(s )‖ y (s-△ (s ) )‖ ) ds

由 ( 11)式易知

‖ x ( t , t0 ,h)‖ ≤P1 ( t ) , -∞ < t <+ ∞ ( 12)

当 t> t 0时 ,对 P1 ( t )求导且由 2°及 ( 12)式得

　 P
 
1 ( t )= r ( t ) P1 ( t )+ M [a ( t )‖ x ( t )‖ + b ( t )‖ x ( t-△ ( t ) )‖ + c ( t )‖ y ( t-△ ( t ) )‖ ]≤

- r ( t ) { - P1 ( t )+ Ma′P1 ( t )+ Mb′P1 ( t-△ ( t ) )+ Mc′‖ y ( t-△ ( t ) )‖ } ( 13)

由 ( 10) , ( 12)式得

0≤ -‖ y ( t )‖ + kP1 ( t )+ aP1 ( t )+ bP1 ( t- △ ( t ) )+ c‖ y ( t-△ ( t ) )‖ ( 14)

由条件 3°:矩阵 A=
- 1+ Ma′+ Mb′ Mc′

k+ a+ b - 1+ c
是稳定的 . 从而由文 [3 ]知它是拟负对角占

优的 ,即存在T> 0,使

- 1+ Ma′+ Mb′+ Mc′T< 0 ( 15)

k+ a+ b+ ( - 1+ c )T< 0 ( 16)

令 P2 ( t )= ‖ y ( t )‖ /T, -∞ < t <+ ∞ ; g1 ( t )= - r ( t ) , t> t0; 则 ( 13) , ( 14)式可化为

P
 
1 ( t )≤g1 ( t ) [ ( - 1+ Ma′) P1 ( t )+ Mb′P1 ( t-△ ( t ) )+ Mc′TP2 ( t-△ ( t ) ) ] , t> t0 ( 17)

0≤ (k+ a )P1 ( t ) -TP2 ( t )+ bP1 ( t-△ ( t ) )+ cTP2 ( t-△ ( t ) ) ,　 t> t 0 ( 18)

由 ( 15) , ( 16)式知:矩阵 A=
- 1+ Ma′+ Mb′ Mc′T

k+ a+ b ( - 1+ c)T
是负对角占优的 ,从而由文 [3]

知: Re入 (ai j+ bij )z× z < 0. 由 ( 17) , ( 18)式及推论 1(这里 r= 2,q= 1)知:存在 k≥ 1,Ti> 0,使
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Pi ( t )≤kTi sup
θ≤ t

0

[P1 (θ)+ P2 (θ) ] ,　 t≥ t0 , ( i= 1, 2)

由 ( 12)式及 P2 ( t )= ‖ y ( t )‖ /T, - ∞ < t <+ ∞ ,知:存在常数 L> 0,

使 ‖ x ( t , t0 ,h)‖ + ‖ x
 ( t , t0 ,h)‖ ≤L‖ h‖ ,　 t≥ t0

其中‖ h‖ = sup
θ≤ t

0

[‖h(θ)‖ + ‖ h (θ)‖ ] ,由定义 3知系统 ( 7)式的零解在 C
( 1)
空间中稳定 .

下面 ,我们将用 ( 17) , ( 18)式证明

　 lim
t→+ ∞

[P1 ( t )+ P2 ( t ) ]= 0

设 lim
t→+ ∞

P i ( t )= θi ( i= 1, 2) ,显然 0≤θi <+ ∞ ,由上极限的定义及 t- △ ( t )→+ ∞ ( t→+

∞ )知: 对任意 X> 0,存在 T1> t0 ,使当 t≥ T1时 ,有

Pi ( t ) <θi+ X, P i ( t-△ ( t ) ) <θi+ X, ( i= 1, 2) ( 19)

若θ1≤θ2 , 是由 ( 18)式得

-TP2 ( t )≤ (k+ a) P1 ( t )+ bP1 ( t- △ ( t ) )+ cTP2 ( t- △ ( t ) )≤

(k+ a+ b+ cT) (θ2+ X) ,　 t≥ T 1

由 lim
t→+ ∞

P2 ( t )= θ2知:存在 T 2> T1 ,使 P ( T2 )> θ2- X. 从而有

T(θ2- X)≤TP ( T2 )≤ (k+ a+ b+ cT) (θ2+ X)

故 T(θ2- X)≤ (k+ a+ b+ cT) (θ2+ X)

令X→ 0+得 ( -T+ k+ a+ b+ cT)θ2≥ 0

由 ( 16)式易知:必有θ2= 0,从而由θ1≤θ2知:θ1= 0.

若θ1> θ2 ,则由 ( 17)式得

P
 
1 ( t ) - r ( t ) ( 1- Ma′) P1 ( t )≤- r ( t ) [Mb′P1 ( t- △ ( t ) )+ Mc′TP2 ( t-△ ( t ) ) ] , t> t0

两边乘以 exp(
t

T
1

(Ma′- 1)r (s ) ds ,并由 ( 19)式及θ1> θ2 ,得

　 d
dt

exp(
t

T
1

(Ma′- 1)r (s ) ds ) P1 ( t ) ≤

　 exp(
t

T
1

(Ma′- 1)r (s ) ds ) [- r ( t ) ] [Mb′- Mc′T] (θ1+ X) , t> T1

两边从 T1到 t积分得

　 exp(
t

T
1

(Ma′- 1)r (s ) ds )P1 ( t ) - P1 ( T 1 )≤

　
Mb′+ Mc′T
1- Ma′

(θ1+ X) exp(
t

T
1

(Ma′- 1)r (s ) ds ) - 1 , t≥ T 1

两边同乘以 exp(-
t

T
1
(Ma′- 1)r (s ) ds ,并由 ( 19)式易得

P1 ( t )≤ (θ1+ X) exp(
t

T
1

( 1- Ma′)r (s ) ds )+
(Mb′+ Mc′T) (θ1+ X)

1- Ma′
, t≥ T1

由 ( 15)式知: 1- Ma′> 0,从而由 lim
t→+ ∞

P1 ( t )= θ1及
+ ∞

t
0

r (s ) ds= -∞知:存在 T2> T1使

θ1- X≤P1 ( T2 ) , exp(
T
2

T
1

( 1- Ma′)r (s ) ds )≤X

由前式易得　θ1- X≤P1 ( T2 )≤ (θ1+ X)X+ (Mb′+ Mc′T) (θ1+ X) /( 1- Ma′)

故 θ1- X≤ (θ1+ X)X+ (Mb′+ Mc′T) (θ1+ X) /( 1- Ma′)

令X→ 0+得 θ1≤ (Mb′+ Mc′T) /( 1- Ma′)θ1
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由 ( 15)式知 (Mb′+ Mc′T) / ( 1- Ma′) < 0

从而必有θ1= 0. 这与θ1> θ2≥ 0矛盾 ,故θ1≤θ2 . 而由前面的证明知: 此时θ1= θ2= 0,从而推

得 　 lim
t→+ ∞

P i ( t )= 0　 ( i= 1, 2)

又由 Pi ( t )≥ 0知

　　　　 lim
t→+ ∞

Pi ( t )= 0　 ( i= 1, 2)

所以由 ( 12)式及 P2 ( t )= ‖ y ( t )‖ /T= ‖ x
 ( t )‖ /T, -∞ < t <+ ∞ ,得

　 lim
t→+ ∞

[‖ x ( t , t0 ,h)‖ + ‖ x
 ( t , t0 ,h)‖ ]= 0

由定义 4知系统 ( 7)式的零解在 C
( 1)
空间中渐近稳定 .
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The Stability of Neutral Differential

Equations with Infinite Delay

J ia Baoguo
 

Abstract　 The autho r considers a class of nonlinear neutral di fferential equations X
 ( t ) =

g ( t , x ( t ) )+ f [t , x ( t ) , x ( t -△ ( t ) ) , x ( t- △ ( t ) ) ]. Where△ ( t ) i s a non-neg tiv e and un-

bounded function, and meets the condi tion ( t -△ ( t ) )→+ ∞ ( t→+ ∞ ) . The asymptotic

stabili ty criteria of the zero solution are obtained.
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