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L a p la o e

序定义的寿命分布类及相应的半序
’

尹 小 玲
( 中山大学数学系

,

广州 5 1 0 2 7 5 )

摘 要 把用 aL p lac
e

序定义的几种寿命分布类推广到随机变 t 的半序的概念
,

并讨论了

这样一些相应于寿命分布类的半序之间的关系
,

给出了在可靠性应用方面的解释
.

关镇词 寿命分布类
,

半序
,

aL p lac
。
序

分类号 0 21 1
·

5

随机变量序的概念在可靠性理论
,

排队论等随机模型 中的应用正 日益广泛
,

近 10 年

来这方面的研究非常活跃
.

利用随机变量序引进各种寿命分布类的研究
,

除了由分布序

(
`
刻划的寿命分布类 IF R

,

N BU
,

N B U E 和 H N B U E 以及它们的对偶类外
,

相继地许多

文献讨论了利用凸序钱
。 ,

凹序簇。
,

L aP lac e
序 (

: ,

似然比序镇 LR
,

失效率序簇 f 和平均

剩余寿命序簇MR 等刻划的寿命分布类及其它们的对偶类 l[ 一 7〕
.

进一步又有作者讨论了相

应于某些寿命分布类的半序 sj[
,

从而推广了寿命分布类的概念
.

本文就 L aP lac e
序 (

:
定

义的几种寿命分布类 IF R L
,

N B U L 和丫 建立了相应的半序
,

并推出有关性质
.

1 基本概念

设非负随机变量 z 表示系统的寿命
,

具有分布函数 F ( x ) 一尸 { z 簇 x }满足 F ( 0) 一 O

和 F ( x )严格递增
,

则系统的存活函数为户( x ) ~ 1一 F (x )
,

时刻 t 的剩余寿命存活函数为

了
`

( x ) = 了 ( x + t ) /万 ( t )
,

x
,
t ) 0 ( 1 )

又若系统存在平均寿命 ,
一方

万 (二 ) dx
,

则平均剩余寿命函数和 ; 的平衡分布分别为

、 .声、 ,了6乙八j了̀、了.、介 二
, , 、 ,

1 份 节
, 、 , 、 _

产 F 以少一 !
_

户
一

气x 少Q x ~ 飞犷下丁丈 ! 厂 气x , O x , t
二

多 U
口 U l 、奋 夕 口 t

一
, 、

1 价节
, 、 , 、 _

户
。
L了少= 一 ! 户 L“ ) Q “ ,

工` 必 U

产 F J O

记 了 为满足 上述各条件的分 布函数 F 的全体构成的集合
.

V F
,

G 任了
,

若

价一dF (二 ) )
价一dG (二 )

,

v
`

、 或等价地
价一刃( ! ) dx 、

:ej 一` (二 , dx
,

v
`

) o
,

则称 F 依 L aP lac e
序小于 G

,

记为 F镇
L G

.

文「2〕和 〔3〕利用 L aP lac e
序定义了 IF R L ,

N BU L
,

N B U E L 和 HN B U E L 寿命分布类
,

并且文 [ 3〕证明 T N B U E L 和 H N B U E L 都等

价于文【6」引进的寿命分布类丫
,

可归纳如下
:

① F 任 IF R L 若 tF 镇
L sF

,

O镇
: < .t ② F 任

,
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、 ,

~
, , ,

一 一
,

一 一 ~
_

~ 一 一 , ,

~ 一 , 一 一 ~
, 人

一 一 一
,

1
、

一一 一
` 、 、

。 `
N B U L 若 尸簇

L F
,

t妻 0
.

③ F 任穿 若 eF 镇
L F 或等价 eF (

:
E x p {舟 }其中 E x p {劝是参

一 - -

一
- -

- 一

产F 一
’

一 ’

一 一

数 又的指数分布
.

】〕 M R L

下面的定义引自文献 [ 8〕
,

但其中序 《 的定义不同于 〔8」中的定义
.

它们给出了相

应于寿命分布类的半序
.

定义 1 任意 F
,

G 任了
,

记
a ( x ) = G

一 ` 。

尸 ( x ) = 乙一 ` 。

万( x )
,

夕( x ) = G J
` 。

尸
。

( x ) = 乙
` 。

及 (士 )
,
x ) o

( : )若
。 (二 )是上次可加的

,

则称 F 依 N B u 小于 G
,

记为 F瞥G (或 F芝G ) ;

( 2) 若 班 x) 是凸函数
,

则称 F 依 D M R L 小于 G
,

记为 F ( G ;

( 3) 若尸 x( ) ) 产 ( 0 )
,
x ) O ,

则称 F 依 N B U E 小于 G
,

记为 F 簇 .G

对于 F
,

G 任了
,

若存在某 6> O ,

使 F (x ) ~ G ( 6x)
,

则称 F 等价于 G
,

记为 F ~ G
.

定义

1 中给出的所有序关于等价类是了 上的半序
,

即满足
:

①自反性
:

若 F ~ 乙
,

则 F < G ;②反

称性
:

若 F 长 G 且 G < F
,

则 F ~ G ;③传递性
:

若 F 长 G 且 G K H
,

则 F 吠 H
.

此外
,

它们都具有性质 ( M )
:

即若对
` > O

,

定义 cF x( ) 一 F x( /` )
,

则由 F 长 G 可推出 cF <

少
G气 另一个重要性质是若 G 是指数分布

,

则 F ( G 当且仅当 F 任乡
,

其中 , 任 {N B U
,

D M R L
,

N B U }E
.

正是 因为这一性质
,

这样定义的序被视为寿命分布类概念的推广而称

为相应于寿命分布类的序
,

它使得同一类的寿命有可能进行比较
,

且寿命分布类是依相应

的序受控于指数分布
.

由于这些序是定义在等价类上
,

故可取指数分布的均值为 1
.

2 I F R L 序

设 F
,

G 任乡 z ,

对 V
: ) O记

了( x ) = e 一 ( , /今 ’ `万 ( x )
,

了( x ) = e 一 ( , /先 ’ 工乙 ( x )
,

x ) O

易证下述结论成立
.

定理 1 下列命题等价

( l ) F e I F R L ;

( 2 ) tF 依成
:
序在 t ) o 单调递减

;

( 3 )对 v
` > 。 ,

;
了

(亡卜 ( 1 /了( : ) )

犷
, (X ) a X在 : ) 。 单调递减

;

( 4 )对 v
` 、 。

,

一 , n

犷
, ( X ) d X在 , ) 。 是凸函数

;

( 5 ) I 任 D M R L
,

( : ) 0 )
.

记 叭 x( )一 J J
` 。

I
。

x( )一了J
’ 。

了
。

x( )
,
x ) 。 ,

则易得

定理 2 下列命题等价

( 1 )对V
: > o

,

叭 ( x )是凸函数
;

( 2 )对 V s > o
,

叭
`
( x ) = (产, /产 , )〔了( x ) / (了

。

叭 ( x ) ) j在 x ) o 单调递增
;

( s )对 V : ) o
,

产 ,
( x ) / (产 , 。 。 :

( x ) )在 x ) o 单调递减
;

( 4 )对 V : > o
,

了
。

了J
’
( u ) / (了

·

了J
`
( u ) )在

u 任 ( o
, l 〕单调递减 ;

【) M R L

( 5 ) I 簇 J ( s
) 0 )

.
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-I F R L

定义 2 若定理 2 中任一条件成立
,

则称 F 依 IF R L 小于 G
,

记为 F ( .G

从上述定义和定理 1
,

2 可见
,

寿命分布类 IF R L 和 D M R L 之间以及相应的序 镇 和
D M R L

簇 之间有着密切的联系
.

若两部件分别具有寿命分布 F 和 G
,

它们分别与参数为
: /脚

和
: /内 (s ) 0) 的指数寿命分布独立部件构成两个串联系统

,

令 I 和 J 分别表示这两个系

统的寿命分布
,

于是定理 1 意味着部件具有寿命性质 IF R L 的充要条件是系统具有寿命
】r R L

性质 D M R L
,

而定理 2 和定义 2 则意味着两部件的寿命具有序关系 ( 的充要条件是两
D M R L D M R L IFR L

系统的寿命具有序关系 簇
.

利用 镇 的已知性质我们立即可得成 的有关性质
.

引理 1 设 夕> O ,

则

证明

、J、 J
声

连
人二d

J了.、了f、

于是

由 ( 4 )式知

F ( x ) 一 G ( a x )拱 I ( x )一 J (夕x )目夕~ 内 /产
;
一 产,

/约

设 F ( x ) ~ G (夕x )
,

则

卜 节
, 、 、

卜 二
, 。 、 ,

1 卜 二
,

声; 一 ! F (x )d x 一 ! G (夕x )d x 一音 } 召 (x )d x 一内 6/
尸

尹

J
。 一 、

一
`

一 J
。 一 “ ’ 一 `

一 O J
。 一

、
~

产 一~ 一伪 “

了( x ) = e 一 ( , /今 ” 万 ( x ) = e 一 “ /气 ’ ` 乙( s x ) = 了 ( s x )
, : , x ) 0

夕~ 片 /产; 一 产 ,

/召 , ,

而这又等价于

户
e
一 ; (。 ) d 。 一牛户

e

一
/二 ,` ·

。 ( u ) d u 一
户

e

一。 (势
, ) d ,

等式两边取 L a p l a c e 反变换 即得 厂 x( )一己 (附 x加
;
)一石 (0 x .)

I F R L

定理 3 序 镇 关于等价类是 了 上的半序
.

I F R L D M R L I ) M R L

证明 注意到 F 簇 G 等价于 I 镇 J
,

则 由引理 1 及序 成 关于等价类的半序性立即

得证
.

I F R L

定理 4 序镇 具有性质 (M )
.

证明 对 V c ) o
,

由 F
`

( x ) = F ( x / e )可得 产厂 = ` 产 ; ,

I
亡

( x ) = e 一 “ /”
· ,二

厂
`

( x ) = e 一 `’ / (` “ F ” x

】FR L

了( x /。 )一 I ( x /。 )
,

同理 由 cG ( x ) , G ( x /。 )可得 cJ ( x )一 J ( x /` )
.

于是由 F 镇 G 等价于 I

镇 J 及序
D M R L

簇 的 ( M )性质即得证
.

定理 S F 镇 E x p丈l} 当且仅当 F任 IF R L

证明 石 ( x )一 e一 ` ,

则 J x( ) 一 e 一 `
+s ” 刃 ,

于是

定理 6

证明

F 簇 E x p {1 }拱 I 镇 E x p {: + 1 } ( E x p {1 }拱 I 任 D M R L骨 F 任 IF R L

I F R L D M R L

若 F 簇 G
,

则 F 镇 .J

F 成 G 等价于 V
:
) o

,

有 I 簇 J
.

特别令
: 一 。

,

即得 F 镇 G
.

’

3 N B U L 序和 穿 序

定义 3

①
广

( 1) 称 F 依

e 一 s “

F ( u ) d u

N B U L 小于 G 并记为 F 镇 G
,

如果下列条件之一成立

e 一 ` “ r 气 ” “

弓 ( u ) d u

方
口 a ( J )

e 一 (声厂 /气; ) , 口 (二 ) 广
s , x ) 0 ( 6 )

e 一 “̀ ; z气 ) ` “

石 ( u ) d u
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②
仁

,
、

e 一 ` u

F ( u ) d u

、 J 尹

仁
1 。 一 ( , /、 ,! ·

` ( “ ) d u

口 仃 ( y )

e 一 , F 一 1 (少 )
e 一 , u

F ( u ) d u

③ 石
I
。

( x )
一 ( s /今 ) x

。 a ( x )

· - ( ·

一
’ (一

厂一
气 ) , ·

` ( U ) d U ’
s
) 0 , 0簇夕< 1 ( 7 )

比0一J一
月

f
r尸盗

一 (苏 /气 )。 ( x )

, s ) 0
,

x ) 0 ( 8 )

(2 ) 称 F 依丫 小于 G 并记为 F 镇 G
,

如果下列条件之一成立

① ( 1 / , · )

方一
万 (· ) d · 妻 ( 1 /、 )

方一
先 )! ·` ( U

) d
U , `
妻。

②
方一

d ; ( · ) 、
厂

· - (

一
` G (· ,

, 5 ) 。

③ 内 /产; ) 产 , /产 , ( : ) o )
.

( 9 )

( 1 0 )

( 1 1 )

N B U L g

定理 7 序 ( 和序 ( 都是定义在 笋 的等价类上的半序
.

了

证明 ① 自反性
:

设 F ( x) ~ G ( x6 )
,

由引理 1 得 6~ 附 /产 ; ~ 沁 /产 , ,

即 F 镇 G
.

又由引

理 1 知 I ( x ) = J ( s x )
,

从而 I
。

( x ) = J
。

( s x )
,

于是 了
。

( x ) / e 一 ` , /今 , , = 了
。

( s x ) / e 一 ` ,`气 ,` = (了
。 。

N BU L
a ( x ) ) / e 一 ` , `七 , “ ”̀ ,

即 F 簇 G
.

②反称性
:

设 F
瞥

G 且 G
瞥

;
,

则 ( 6 )式成为等式
·

令
` 一 。 得 ( 1 /、 方

万( · ) du -

( 1 /、 )

方
二 ) ` ( U ) d U ,

即 万
。

( X )注“
。 。 · ( X ) 或

· ( X ) 一 , ( X )
,

于是 尸 ( X ) 一 ( 、 / , · ) (`
。 a

( x ) ) / (己
。

夕( x ) ) = 片 /产
F

.

又由 月( o ) = o 得
a ( x ) = 夕( x ) = (片 /产 ; ) x ,

即 F ~ G
.

穿 犷

若 F镇 G 且 G ( F
,

则 ( 1 1 )式成为等式
,

由引理 1 即得 F ~ .G

③传递性
:

由 ( 7) 和 ( 1 0) 式显然成立
.

N BU L `产

定理 8 序 簇 和序 ( 都具有性质 (M )
.

证明 记
a `

( x ) = ( G
`

) 一
` 。

F
`

( x ) = (己
`

) 一
` 。

刃
`

( x )和 8 = 片加
; ,

易证
a 。

( x ) = ` a ( x /

` )
,

6 = 片 /产; ~ 沁 /产厂
.

若 F ( G
,

则

e一戈,

"21。一八|沙
月

十
`

一
!

e一X,

力r一

f
沪

,

|
卜一
!

e 一 , “

户 ( u ) d u 一
少

万(夕 ) d夕 方
,
。

一 ’ ` ( , ,` ,

目 、 (工 )尺
e 一
宁合 ( u ) d u

e 一 ’ “

尹 ( u ) d u e 一 ` ,

尹 (少 ) d夕

e 一
,一 ,

)

广
e 一

, 。 ( , ) d , 一 e 一
* 、

(! )

广一
,。 ( U ) d U

N B U L 乞
`

了

此即 cF 簇 cG
.

若 F ( G
,

则 阿加
产 一脚加

;

) 产了加
,
一 产 , /产厂

,

故 cF 簇 cG
·

定理 9 1) F 镇 E x p { l }当且仅当 尸任 N B U L

牙

ii ) F ( E x p { l} 当且仅当 F 任丫

证明 将 己( x) 一 e 一代入 ( 6) 和 ( 9) 式得

一 ` u

了 ( u ) d u

—
簇

e 一 ` “

F ( u ) d u

方
二 )

一今
,

一d ·

·

一方
· - (

一
d U ~ F ( x )

e一汉o

。一
八

l
é

月

!
必一江

1 份 _ _ ,

二
, 、 、

、 卜
_ ` 二 , 、 . :

1

— l e 一 厂 L“ 少O U ` 弓 ! e
、 尸 F 一 Q U 一

二一二 - - 一
一

产F J 。 一

J 0 1十产声

上两式分别等价于 F 任 N B U L 和 F 〔 丫
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N B U L N B U E

定理

证明

01 若 F 簇 G
,

则 F 镇 .G

在 ( 6 )式中令
` 一 。 得
六方

万(· )` · 、
走几

) ` (· ) d
一、 O

,

这等价于 夕
·

`X ,

簇叹
。

。 (二域 , (二 ) )
口 (二 )

.

于是 尸 (二 )一些 票二票典) 些 -

产 F 0
o

P气工少 产 F

N B U E

夕
`

( 0 )
, x ) 0 ,

故 F ( G
.

N BU下 N B U L

文〔幻举例说明了由 ( 不能推出 簇
,

因此由镇 也不可能推出 《
,

否则与定理 10 矛

盾
.

将本文涉及到的几种相应于寿命分布类的半序之间的蕴含关系总结如下
:

IF R L I又d R L N B U E N B tJ L

( ( )冷 ( 镇 )冷 ( 镇 )令 ( 《 )

作 R L N B U L `产

显然
,

将序 (
,

(
D F R L NW t 】L

和 ( 的定义及有关结论中的单调性或不等式反向即可得与对偶
g

类相应的序 镇
,

镇 和镇 的定义及其有关结论
.
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