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大围长图中控制圈的一个局部条件

姿 定 俊
(中山大学计算机科学 系

,

广州 5 1 0 2 7 5)

摘 要 设 G 是围长大于或等于 5 的连通图
.

本文证明了
:

如果对 G 中每个顶点 。 距离
粉

为 2和 3 的顶点导出的子图的独立数不大于最小度的两倍减 3
,

那么 G 中有控制圈
.

关键词 控制圈
,

局部条件
,

最小度数
,

独立数

分类号 0 1 5 7
.

5

1 引言与基本术语

本文中讨论的所有图均为有穷
、

无向和简单的
.

设 G 是连通图
.

G 中的圈 C 被称为控制圈
,

是说
: G 中每一条边至少有一端点在 C 上

.

设
?
是 G 中的一个顶点

.

定义 N 、
伽 ) ~ { 。

}
。 〔 V( )G 且 d(

。 ,

的 一 耐
.

我们把 N ,
如 ) 简

写为 N (
, ,

)
.

设 H 是 G 的一个子图且 S 里 V ( G )
.

那么 N ,
(

, ,
) = N (

, ,
) 自 V ( H ) 且 工 、

(
2,

) =

N (的 n 5
.

设 C 是 G 的一个 圈
,

我们给 C 设定一个方 向
.

设 2:
任 V( )C

.

用 犷 表示在 C 的

方 向上
2,

的后继顶点
, : 一

表示在 c 的方向上
之,

的前趋顶点
.

设
。 , 2,

.

任 V( )C
.

用 C + 〔。
,

门 表

示在 C 的方向上从
。
到 2

的路径
,

c
一 〔。

,

门 表示在 c 的逆方向上从
及 到

2
·

的路径
.

设 二 任

u (` )守 ( e )
.

定义 工户( 。 ,

) = {
u +

}
u
任 入 。

( 。 ,

) } 以及 万厂 ( 。 ,

) = {
u 一

}
u 任 N 。

( w ) }
.

用 C
.

表示

长为 m 的圈
.

本文未定义的其它术语和记号均 引自〔1〕
.

自从 H a s r a t ia n 和 K h a e h a t r ia n 〔 2 ,
建立第一个 H a m i l t o n 图的局部条件以来

,

若干图论学

者对这个课题作了研究 (例如
: 〔3〕 )

.

笔者在 〔4〕和 〔5 〕 中
,

得到了一些具有大围长的

H an ilt o n 图的局部条件
.

本文给出具有大围长的图中存在控制圈的一个 局部条件
.

对控

制圈研究的有关进展
,

参见 〔6〕和 〔7〕
.

2 主要结果

首先引入一个引理
.

引理 1 设 G 是 抓 )G ) 5 的连通 图
.

如果对每个顶点
2

,

任 以 )G
,

有 a( G孙
一

2
臼 ) U
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歹
3

(的 〕 ) 镇 2` 一 3
,

那么 G 是正则 2 连通图
.

证明 假设 G 不是正则图
.

那么存在两个相邻顶点
仪

和 2夕 ,

使得 d(
。

) < d( 。 .) 由于

g ) 5
,

( N (u )\ {。 } ) U ( N O )\ {
。

} ) 是一个 独立 集
.

由本引理 的条件
,

j ) 2
.

设
劣 任

歹 ( 。 ) \ { 2 ,

}
.

那 么 ( N (
u

) \ {: , , x } ) U 。 了( : ) \ {u } ) 是 N
Z

( x ) U N
3

( x ) 中的独立子集
.

然 而

} (入厂(
u

) \ { 2, , x } ) U 协
了( 2 ,

) \ { u } ) } = d ( u ) 一 2 + d ( : ) 一 1 > Zd (
u

) 一 3 ) 2` 一 3
,

与本引理

的条件矛盾
.

因此 G 是正则图
.

假设 G 中有割点 w
.

由以上证明
,

G是 k 正则图
.

当 k 一 0 或 1
,

G 是 K ,

或 K Z ,

这与

本引理的条件矛盾
.

当 无一 2时
,

G 是一个 圈氏
.

由本引理的条件知
,

m 镇 5
.

因而 G 是 2

连通的
.

以下假设 k ) .3

设
。 , 2 和 之

是 (工w( ) 中的 3个不同的顶点
.

因为 二 是一个割点
,

不失一般性
,

设
左 和

2,

属 于 G 一 w 的不 同分支
.

由于 g ) 5 且 G 是 正则图
,

( N ( 。
)\ { w } ) U ( N 伽 ) \ {功 } ) U

(刃 (。
、

) \ {
u , 2、 , x } ) 是 万 2

( x ) U 入厂3
(

x
) 中的独立子集

.

然而 1(入厂(
u

) \ { w } ) U (入
厂

( 。 ) \ {、 } ) U

(工 (二
,

) \ { u , 2, , x

} ) } ) }入
厂

(
u

) }一 1 + }入
厂

(
,

) {一 1 = d (
u

) + d ( 2,
) 一 2 > Z d 一 3

,

这与本引

理的条件矛盾
.

证毕
.

定理 1 设 G 是 g ) 5 的连通图
.

如果对每个顶点
2,

任 V ( G )
, a ( G 协

2
(。 ) U N

3
(

2
) 〕 )

毛 2` 一 3
,

那么 G 中存在控制圈
.

证明 设 G 满足本定理的条件
.

将证明 G 中的最长圈 C 是控制圈
.

由引理 1
,

G是 k

正则图
.

当 k 一 2
,

G 是 氏
.

显然
,

G 有控制圈
.

因而
,

以下假设 k ) 3
.

假设 C 不是 G 的

控制圈
.

那么存在 G 一 V( )C 的一个分支 R 使得 }V( )R } ) 2
.

我们给 C 设定一个方向
.

设
。 任 V( )R 使得 工 (

。
) 半 必且

v
任 万 ;

(。 )
.

由引理 1
,

G 是 2 连通图
.

分两个情形讨论
·

情形 1 1 :
(l, ) 拼 举

( 1 ) 人
一
`

.

(
u

) = 人 (
u

) \ {
,
·

} 且 万〔
,

(
, ,

) = 八
万

( ,
·

) \ {
u

}
.

这时
,

工户u( ) 和 工户行 ) 是独立集
,

否则 G 中存在比 C 长的圈 ` 使得 V( ` ) 一 V ( )C U

{ u } 或 V ( C
`

) = V ( C ) U {
,

}
,

这与 C 的最长圈的假设矛盾
.

由于 g ) 5
,

入 。
( , ,

) 自 协
。

( 。 )

U 入
一

户(
。

) U 人
一

厂(u )) 一 甲
.

并且不存在两个顶点
: + 任 灭户(u ) 且 犷 任 工户(的

,

使得 +x 犷 任

(E )G
,

否则 口 一 C + 〔: + ,

妇 + 尹 ux + C
一 〔: ,

犷 〕 + 犷
: + 是 G 中比 C 长的圈

.

所以 N才(
。

)

U l 户臼 ) 是 1 2
(u ) U 人

一
3

( ll) 中的独立子集
,

并且它的阶为 d(
。

) 一 1 + d( 的 一 1 > 2万一

3
,

这与本定理的条件矛盾
.

( 2 ) 人 (
u

) \ ( V ( C ) U {
,
、

} ) 笋 甲或 入 ( :
,

) \ ( V ( C ) U {
u

} ) 并 甲
·

不失一般性
,

设 工如 )\ V( (C ) U {
。

} ) 尹 甲
,

如果存在一个顶点
刃
任 灭:

(1’ ) \ {
“

} 使得

工
:

(
:

) 一 年
,

由于 g 妻 5
,

(工 ( :
)\ {心 ) U (灭

:

如 ) \{
。 , :

} ) 是独立集
.

由于 C 是 G 中最长圈
,

人一 臼 ) 是 独 立 集并 且不 存在 从 (工 (
:

)\ {时 ) U ( N
,

0 )\ {
: , 。

} ) 到 N才(的 的 边
.

从而

(
一

丫 (
、

)
\ \

不,
、

冲 U (人
一
。

(的 \ {
、 , 。

} ) U l 才?(, )是独立集
.

现在考虑 N才u( ) 中的顶点 犷
.

由于 c

是 ` 中最长圈
,

因此不存在从顶点 犷 到协
一

(
:

) \{ 心 ) U (工
,
如 ) \{ : , 。 } ) U l 户臼 ) 的边

,

因

此 ( 人
一

(
:

) \ {
2

·

} ) U (人
一

:

(
2
·

) \ {
x , u

} ) U 万户(
2
、

) U { y + } 是 入 2
(

u
) 日工 3

(
u

) 中的一个独立子集
.

但是

{ ( 人
一

(
x

) \ { 2
·

} ) U (入
。

(
,

) \ { x , u

} ) U N户 (
2

,

) U {夕+ } } = }工 (
x

) { 一 1 +

协
一

*
( 7,) }一 2 + }工户伽 l) + 1 一 d ( x ) 十 d( 的 一 3 + 1 > 2` 一 3
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这与本定理的条件矛盾
.

因此对任意顶点
x 任 入矛。 ( : ) \ {

u

}
,

N 。
(

x
) 笋 甲

.

设 N
,

(
:

) \ { u } = { v l , : : ,

…
, v ,

}并设
x广任

入才( : :

) ( : = l
,

2
,

…
, n

)
.

设 X = {x :

阵= l
,

2
,

…
, n

}
.

因为夕 ) 5
,

义 门 N
。

(
u

) = 甲
,

x 门肠 ( v )

一 印 且 N
。

(u ) n 歹
。

(约 一 甲
.

由 C 是最长圈的假设
,

x n ( N才( 。 ) U N 丁 ( : )) 一 甲
,

X 门

( N才( u ) U N 厂 (
u

) ) = 甲且 N
。

( u ) 自 ( N户( : ) U 入 J ( v ) = 甲
.

并且 X U 万
。

( u ) U N
。

( v ) 中任

意两个不同的顶点在 C 上是不相邻的
.

如果 x + U N才(u ) U N户 (。 ) 中存在两个相邻顶点

+x 和 犷
,

那么 G 有一个比 C 长的圈 `
,

矛盾
.

故 x + U N才(
。

) U N才 ( : ) 是独立集
.

由于

g ) 5
,

万
。

( u ) \ { 2,

}是独立集
.

并且不存在从 N
*

(
u

) \ {
:

} 到 犬+ U 刃户(
u

) U 万户(
,夕

) 的边
,

否

则
`

G 中存在 比 C 长的圈
,

矛盾
.

因而
,

(刃
:

(
u

) \ { v } ) U x + U 刃户 ( u ) U 歹才( v ) 是 万
2

( v ) U

N
3

(。 ) 中的独立子集
.

但是

} (入
。

(
u

) \ {
2,

} ) U X + U 入
了

才 (。 ) U N才 (。 ) ! =

{歹
:

(u l) 一 1 + }x
十

{ + }N才(
。

l) 十 }N户( :
l) -

d (
,`

) + d (
2,

) 一 2 > Z J 一 3
,

这与本定理的条件矛盾
.

情形 2 对任一顶点的
v
任 N

:
(u )

,

N
o

o ) 一 平

( l) 存在 歹
2

( 。 ) 门 v (R ) 中的顶点 幼
,

使得 N
。

( w) 并 甲
.

设
2
·

任 入
了

( 。
、

) 自 入 (
u

)
.

则 2
·

任 V 扭 )
.

注意到 (歹 ( : ,
) \ {

u ,
w } ) U (万 ( u ,

) \ {之
,

} ) 是 万
2

(。 ) U

N
3

( u ) 中的独立子集
.

并且 } (入
了

( 。 ) \ {。
,
二 } ) U (万 (劝 ) \ { , ,

} ) l = 己(。 ) 一 2 + 过( 二 ) 一 z 一 Z d

一 3
.

设
x

是 万户 (
。

) 中任一顶点
.

由于 g 妻 5且 c 是 G 中的最长圈
,

N
。

( u,) n ( N。
(。 ) U

灭 J (
u

) U l 户 (
u

) ) = 甲
.

而且不 存在从
?

到 (工 (
2,

) \ {
u , 二

、

} ) U (万
*

( , ) \ {
2,

} ) 的边
.

然而
,

l (万 (
2

) \ {
。 ,

w } ) U 协
一

( 。 ,

) \ { 2
·

} ) U { x } l > Zd 一 3
,

而且 (万 (
, ,

) \ {
u ,
二 } ) U (歹 ( w ) \ { ,: } ) U

{对 里 1
2

(u ) U 入
一

3
(
、

)
.

因此
,

由本定理的条件
, :

与 N
。

(w ) 中一个顶点相邻
.

从而工才 (u )

里 N
Z

( 扮 )
.

因为 C 是 ` 中一个最 长圈并且 g ) 5
,

(万 (
,

,

) \ { 。 , 。 ,

} ) U 协
了:

(
u

) \ { 2
·

} ) U 人了才(
u

) U

N八的 是 1
2

伽 ) U 人
一

3

物 ) 中的独立子集
.

同样可得

} (入
一

(
2
·

) \ {。
, , ,

下) U (人
一

:
(

u
) \ { 2 } ) U 人户(

u
) U 灭才(二 ) } = 己(

2,
) + 过( 。 ) 一 3 +

{人
一
`

(
,` 、

) } > Z J 一 3

这与本定理的条件矛盾
.

( 2 ) 对任意顶点
。

、

任 八
一

2
(

u
) 自 V ( R )

,

入
了
。

(。
,

) = 甲
·

设 护 任 1
2

(u ) 门 V ( R )
, 2

·

任 万 ( 二 ) n l (l1 ) 且 : 任 工户(的
.

由对 c 的假设和 g ) 5 的条

件
,

(灭恤 ) \ { l,} ) U (万臼 ) \{
。 ,

w } ) U {
:

} 是 万 2
(ll ) U 工 3

(ll ) 中 的 独 立 子 集
.

然 而

} (入
厂

( w ) \ { ,
·

} ) U (人
’

(
,
·

) \ {
u , 。

,

} ) 日 {
x

} } = 己(
2、 ,

) 一 l + 己(
2

) 一 2 + 1 > 2` 一 3
,

这与本定

理的条件矛盾
.

从而完成了本定理的证明
.

尽管很难构造满足定理 l 的条件的图
,

我们已验证 ( 无
,

5) 笼 ( 无一 2
,

3
,

4) 满足该定理

的条件
.

以下我们给 出一个猜想
.

猜想 1 所有 (无
,

5) 笼满足定理 2 的条件
,

因而有控制圈
.
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