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摘　要　利用 Clifford分析工具 ,给出了 Lipschitz曲面上的左型 Besov空间 LB T,qp (E)及右型

Besov空间 RB T,qp (E)定义 ,其中 T∈ R , 1≤p , q≤∞ ,并且在 0 <T< 2时 ,给出了它的特征刻划 .
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1　 Besov空间的研究

设 A ( x ): Rn→ R是实值的 Lipschi tz函数 ,即满足|A ( x ) - A ( y )|≤M|x - y|. 设E=

{ (x 0 , x 1 ,… ,xn )|x 0= A ( x1 ,… , xn ) }是 R
n+ 1上的 Lipschi tz曲面 . 本文主要目的是在 Lips-

chi tz曲面E上定义 Besov空间并给出它的两个等价刻划 .

对于 R
n
情形 ,经典 Besov空间的研究已有很长历史

[ 1, 2]
. 近年来 ,邓东皋和韩永生在

Lipschitz曲线上引入一类分布 ,通过 Calderó n-Zygmund算子理论 ,建立了 Lipschi tz曲线

上的 Besov空间理论
[3 , 4]

. 本文第一个目的就是在 Lipschi tz曲面E上 ,利用 Clif fo rd分析工

具 ,给出E上的左右型 Besov空间 LB
 T,q
p (E)、RB 

T,q
p (E)定义 ,其中T∈ R, 1≤p , q≤∞ .

在 R
n情形 ,任给一局部可积函数 f ( x )以及任意方体 Q与整数 k ,我们知道必存在多项

式 PQ f (x ) ,其次数不超过 k ,使得

Q
( f - PQf )x

j
dx= 0　　 0≤|j|≤ k ( 1)

记Kf (x , t )= sup
Q

1
|Q| Q

|f - PQ f|dy ,上确界表示取遍所有包含 x且边长为 t的方体 . Dor-

ronsor
[5 ] 证 明 了 如 下 结 果: 对 于 T> 0, 1≤ p , q≤ ∞ 有: f ∈ B

 T, q
p ( R

n )  

{
∞

0
( t
T
‖ Kf ( x , t )‖ p )

q
dt /t }

1
q <∞ 此时 ( 1)中 k= [T]即不超过T的最大整数 . 本文另一目

的就是运用 Calderó n-Zygmund算子理论 ,将此结果推广到曲面E情形 . 我们还给出 Besov

空间另一等价刻划 ,它是 Calderó n-Zygmund算子理论的直接结果 .

2　 Cliffo rd分析

记 R(n ) (或 C( n) )为 2n维实 (或复 ) Clif fo rd代数 ,其生成元为 e0 ,e1 ,… ,en满足

 收稿日期: 1995-07-13　　颜立新 ,男 , 28岁 ,博士



且

e0= 1

ejek+ ekej= - 2Wjk , 1≤ j≤ k≤n,

ej
1
ej

2
… ej

s
= es , 1≤ j 1 <… < js≤n, s= { j 1 ,… , js }

( 2)

于是若规定 eh= e0 ,则 R(n ) (或 C(n ) )中任意元 u= E
s
uses ,其中 us∈ R(或 C ) . 范数定义为|u|

2=

E
s
|us|

2
. u= E

s
uses共轭定义为 u

-= E
s
u
-
se
-
s ,其中 e

-
s= ±es ,正 ,负号选取使得 u

-
sus= usu

-
s= 1.

给定 C′函数 f (x )= E
s
f s ( x )es ,其定义域为 R

n+ 1中开集K,定义

及 Df = E
j,s

 f s
 x j

ejes ,　　 f D= E
j, s

 f s
 xj

esej ( 3)

称 f (x )为左 (或右 )正则函数 ,如果 Df = 0(或 f D= 0) ,记为 f∈ LM (K) (或 f∈ RM (K) ) .若

f D= Df = 0,则称 f为正则函数 ,记为 f∈ M (K) .

例 1　 Cauchy核 E( x )=
1
en

x
-

|x|n+ 1∈ M (Rn+ 1 \ { 0} ) ,其中en表示 R
n+ 1中单位球面积 .

例 2　记　 x= (x 0 ,x 1 ,… , xn )∈ R
n+ 1 ,a= (a0 ,a1 ,… ,an )∈ R

n+ 1 ,

Zl
( a) = ( xl - al )e0 - (x 0- a0 )el , l= 1,… ,n

V
(a )
l
1
… l

k
=

1
k! E

(b
1
… b

k
)
Z

(a )
b
1
… Z

( a)
b
k
, ( l1 ,… , lk )∈ { 1,… ,n }

k

其中求和表示 b1 ,… ,bk是从数组 {l 1 ,… , lk }中任取 k个重排整数 ,则 V
(a )
l
1
… l

k
∈ M (R

n+ 1
) .

命题 1
[7 ]
　设K为 R

n+ 1
中有界 Lipschi tz区域 ,边界 K上单位外法向 n ( y )几乎处处存

在 ,并记 dey= n ( y ) dsy ,设 f ( x )在 K-= K∪ K邻域内左正则 ,则有

 K
E ( y- x ) dey f ( y )=

f (x ) ,　 x∈ K

0,　　　 x K-

 K
dey f ( y )= 0

3　 Lipschitz曲面上的 Besov空间

记 Dj=
 
 x j

,　 j= 0, 1,… ,n;

D
T
= D0

T
0… Dn

T
n ,　|T|= E

n

j= 0
Tj ;

Ft ( f ) (x )=
1
en E

x - y+ t
|x - y+ t|n+ 1 dey f ( y ) , t≠ 0, x∈ E;

F
~

t ( f ) (x )=
1
en E

f (y )dey (
x - y+ t

|x- y+ t|n+ 1 ) , t± 0, x∈ E;

Jt ( f ) (x )= l! t
l
D0

l
F t ( f ) ( x )J~ t ( f ) (x )= l! t

l
D0

l
F
~

t ( f ) ( x ) , l∈ N ( 4)

定义 1　 f (x ):E→ R(n )称为E上中心在 z 0∈ E,宽度为 d的 (U, r ,k )左型光滑分子 ,其中

0 <U≤ 1, 0 < r , 0≤ k ,如果满足条件

① f (x )∈ LM (EK ) ,EK是E某一邻域 ;

② |D
g
f (x )|≤C

d
r

(d+ |x - z 0|)|V|+ r+ n , x∈ E, 0≤|g|≤ k;

③ |Dk
f ( x ) - D

k
f ( y )|≤C

x - y
d+ |x - z 0|

U
d
r

(d+ |x - z 0|)|k|+ r+ n ;

 x ,y∈ E, |x - y|≤
1
2
(d+ |x - z 0|)
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④
E
V

(z 0)
l
1
… l

k
dex f ( x )= 0　　 0≤ k≤ J= [r- 1] ( 5)

其中 V
(z
0
)

l
1
… l

k
(x )如例 2所述 .

记满足上述条件的函数集合为 LM
(U,r , k)
(z
0
, d ) ,记‖ f‖ LM

(U, r ,k )
(z 0,d)

= inf {C≥ 0;使 ( 5)中② ,③ )成

立 }特别地 ,如果 z 0= ( A ( 0) , 0,… , 0) ,d= 1,则记 LM
(U, r ,k )
( z

0
,d ) 为 LM

(U, r ,k) ,显然 LM
(U,r , k)是 Ba-

nach空间 . 类似地 ,可定义右型光滑分子 RM
(U,r ,k )
( z

0
, d ) ,只需将定义中的① ,④换成相应的

①′f ( x )∈ RM (EK ) ,EK是E的某一领域 ;

④′
E
f ( x )dexV

( z
0
)

l
1
… l

k
= 0,  0≤ k≤ J= [r- 1 ] ( 6)

其中 V
(z
0
)

l
1
… l

k
如例 2所述 .

定义 2　设 1≤p ,q≤∞ ,取 l ,U,k满足|T|< l , max ( 0,T) <U+ k < l , max ( 0, -T) < r <

l ,定义 Lipschitz曲面E上左型 Besov空间 LB T, qp (E) (或右型 Besov空间 RB T,qp (E) )为所有

满足如下不等式的分布 f∈ ( RM
(U,r ,k )

)′(或 (LM
(U, r ,k )

)′)即 RM
(U,r , k)

(或 L M
(U,r ,k )

)上全体有

界线性泛函组成的空间:

‖ f‖ LB
 T, q
p (E)=

∞

-∞
(|t|

-T
‖ Jt ( f )‖ p )

q dt
|t|

1
q

<∞

或‖ f‖ RB T, q
p

(E)=
∞

-∞
(|t|

-T
‖ J
~

t ( f )‖ p )
q dt
|t|

1
q

<∞ ( 7)

以下只考虑与 LB
 T,q
p (E)有关结果 ,对于 RB

 T, q
p(E) ,其结果类似 .

命题 2　 ( Calderó n型表示定理 )

p· V
∞

-∞
J

2
t ( f )

dt
t
= 2- 2l ( 2l- 1)! f ( x ) ( 8)

① 当 f∈ L
p (E) ,p> 1时 ,则 ( 8)式在 L

p (E)意义下及几乎处处意义下成立 ;

② 当 f∈ LM
(U,r , k)
时 ,则 ( 8)式在 L M

(U′, r′,k′)
, 0 <U′<U, 0 < r′< r , k′≤ k意义下成立 ;

③ 当 f∈ ( RM
(U,r ,k ) )′时 ,则 ( 8)式在 ( RM

(U′,r′, k′) )′U<U′, r < r′, k≤ k′意义下成立 .

由 Calderó n型表示定理 ,可证定义 2中的 LB
 T, q
p (E)与 l ,U,k的选取无关 .

4　 Besov空间等价刻划

定义 3　设 0 <T< 2, 1≤p ,q≤∞ ,定义

　　　　 Lb
T, q
p (E)= { f|∈ L

p
(E) ,

∞

-∞
(|t|

-T
‖ t

2
5

2
Ft ( f )‖ p )

q dt
|t|

1
q

<∞ }

其中 , 5
2
Ft ( f ) (x )= {D

V
Ft ( f ) (x ) }|V|= 2 ,范数定义为

‖ f‖ LbT,q
p

(E) = ‖ f‖ p+
∞

-∞
(|t|-T‖ t

25 2
Ft ( f )‖ p )q dt

|t|

1
q

定义 4　设 0 <T< 2, 1≤p ,q≤∞ ,定义

　　　　 LY
T,q
p (E)= f|∈ L

p
(E) ,

∞

-∞ (|t|
-T
‖Kf (x ,|t|)‖ p )

q dt
|t|

1
q

<∞

其中　　　　Kf (x ,|t|)= inf
1

|t|n
B( x,|t|)∩ E

|f ( y )- A ( y )|dy ,　 A (y )∈ Lp (E)

Lp (E)= {Clif ford代数意义下左正则的一次多项式 }

范数定义为　‖ f‖ LYT,q
p

(E)= ‖ f‖ p+
∞

-∞ (|t|
T
‖ Kf ( x ,|t|)‖ p )

q dt
|t|

1
q

如同 R
n
情形 ,当 f∈ L

p
(E)时 ,定义 LB

T,q
p (E)为
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‖ f‖ LB
T, q
p (E)= ‖ f‖ p+ ‖ f‖ LB

 T,q
p (E)

本文主要结果是:

定理 1　设 f∈ L
p (E) , 0 <T< 2, 1 < p ,q <∞ ,则有下列等价关系

‖ f‖ LB
T, q
p

(E)≈‖ f‖ Lb
T,q
p

(E)≈‖ f‖ LY
T, q
p

(E)

即上述定义的三个函数空间是相互等价的 .

证明　分两部分证明 . 第一部分证明

‖ f‖ LB
T, q
p

(E)≈‖ f‖ Lb
T,q
p

(E) ( 9)

为证 ( 9)式 ,只需验证

∞

-∞ (|t|
-T
‖ t

2
Dx

i
x
j Ft ( f )‖ p )

q dt
|t|

1
q

≤C‖ f‖ LBT,q
p

(E) ( 10)

 i , j= 0, 1,… ,n

一旦 ( 10)式得证 ,不难得出 ( 9)式 ,因为反过来不等式显然 . 下面证明 ( 10)式 ,由 ( 4)式有

‖ t
2
Dx

i
x
j
Ft ( f )‖ p≤C

∞

-∞
(
|t|2

|h|2∧ 1)‖ Jh ( f )‖ p
dh
|h|

( 11)

 i , j= 0, 1,… ,n

其中 ,a∧ b= min(a ,b) .

因为 t
2
Dx

i
x
j Ft (J

2
h ( f ) ) (x )=

1
en E

t
2
h

2
Dx

i
x
j
x
0
x
0

x+ t+ h - y
|x+ t+ h - y|n+ 1 dey Jh f ( y ) H ( th )

其中　　　　 H (u )=
1　　u> 0,

0　　u < 0.

容易证明

　　　　 t
2
h

2
Dx

i
x
j
x
0
x
0

x+ t+ h - y
|x+ t+ h - y|n+ 1 ≤C

|t|2

|h|2∧ 1
|t|∨ |h|

(|t|∨ |h|+ |x - y|)n+ 1

其中 a∨ b= max {a,b}

根据这个不等式 ,利用 Ca lderó n型表示定理便不难验证 ( 11)式 ,并由 [ 3]中定理 ( 3. 5)

的技巧 , ( 10)式也是容易验证的 . 从而 ( 9)式得证 .

第二部分证明　‖ f‖ LBT,q
p (E)
≈‖ f‖ LYT,q

p(E)
( 12)

先设‖ f‖ LY
T, q
p(E)

<∞ ,我们来证明

‖ f‖ LBT, q
p(E)
≤C‖ f‖ LYT,q

p (E)
( 13)

由 [6 ]技巧 ,不难证得

|t
2
D0

2
Ft ( f ) ( x )|≤CE

∞

j= 0
2
- 2j
Kf ( x , 2

j
|t|) ( 14)

于是 ,由 ( 14)式有

　　　　
∞

-∞
(|t|-T‖ J t ( f )‖ p )q

dt
|t|

≤

C
∞

-∞ E
(|t|

-T
E
∞

j= 0
2
- 2j
Kf (x , 2

j
|t|) )

p
dx

q /p dt
|t|
≤

C
∞

-∞
E
∞

j= 0 E
|t|

-Tp
· 2

- 2j
( j+ 1)

p
Kf ( x , 2

j
|t|)

p
dsx

q /p dt
|t|≤

C E
∞

j= 0
( ( j+ 1)· 2- 2j )p· 2jTp ‖ f‖

q
LY
T,q
p(E)
≤C‖ f‖

q
LY
T,q
p (E)

现设‖ f‖ LBT, q
p(E)

<∞ , 　要证
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‖ f‖ LY
T,q
p(E)≤C‖ f‖ LB

T,q
p (E) ( 15)

由 [8 ]知 ,在 L
p
(E) , p> 1意义下 ,我们有 Ft ( f ) (x ) - F- ( f ) (x )= f ( x )

其中 F± ( f ) (x )= lim
t→± 0

Ft ( f ) (x ) ,因此 ,为证 ( 15)式 ,只需验证

∞

-∞ (|t|
-T
‖ KF

t
( f ) (x ) (x ,|t|)‖ p )

q dt
|t|

1 /q

≤C‖ f‖ LBT,q
p (E) ( 16)

以及
∞

-∞
(|t|

-T
‖ KF1( f ) ( x) (x ,|t|)‖ p )

q dt
|t|

1 /q

≤C‖ f‖ LB
T,q
p(E) ( 17)

我们只证明 ( 16)式 , ( 17)式类似可得 ,如记 x= x
 
+ A (x

 
) ,当 x∈ E时 ,设 y= y

 
+ A ( y

 
)∈ B

(x ,|t|)∩ E,构造一序列 { yj }
∞
j= 0如下:

y0= x+ 4|t|, yj= y
 + (

4- k
2

) jd+ A (y
 
) , j= 1, 2,…

其中　　　　 k= 2cos(
1
2 arctg‖ A′‖ ∞ ) ,　　d= 4(|t|+ ( A ( x

 ) - A ( y
 ) )

且记 B ( yj , rj )= {z|∈ R
n+ 1 , |z - yj|≤ rj } , j= 1, 2, \:

于是 ,设 z∈ B ( yj , rj ) ,令 z= z
 + A (z

 )+ h ,则必有　 c1h≤ rj≤ c2h ,注意到

　 sup
Z= (z
 
+ A (z

 
)+ h )∈ B (y

j
, r
j
)
|F ( f ) (yj ) - F ( f ) ( yj- 1 ) - 5 F ( f ) ( yj- 1 ) ( yj - yj- 1 )|≤

C
B( y

j
,r
j
)
h

2|5 2
F ( f ) (z )|

dz
h
n+ 1 ( 18)

其中　　F ( f ) (x )=
1
en E

x - y
|x - y|n+ 1 dey f ( y ) ,　 x∈ R

n+ 1|E

从而 ,由 ( 18)式有:

|Ft ( f ) ( y ) - F ( f ) (y0 ) - 5 F ( f ) ( y0 ) ( y- y0 )|≤

E
∞

j= 1
{F ( f ) ( yj ) - F ( f ) ( yj- 1 ) - 5 F ( f ) ( yj- 1 ) ( yj - yj- 1 ) } +

E
∞

j= 1
5 F ( f ) (yj )- 5 F ( f ) ( yj - 1 ) ( y- yj- 1 ) ≤

C∑
∞

j= 0
z= z
 
+ A(z

 
)+ h∈ B ( y

j
,r
j
)

h
2|5 2

F ( f ) (z )|
dz
h
n+ 1

又显然有 A ( y )= F ( f ) ( y0 ) - 5 F ( f ) ( y0 ) ( y- y0 )∈ Lp (E) , 于是我们有

　　　　KF
t
(f ) ( x,|t|)≤

1
|t|

n

B (x ,|t|)∩ E

|Ft ( f ) - A ( y )|dy≤

C
1

|t|n

B (x ,|t|)∩ E

E
∞

j= 0
z= z
 
+ A (z

 
)+ h∈ B( y

j
,r
j
)

h
2|5 2

F ( f ) (z )
dz
h
n+ 1≤

C
1

|t|n

|t|

0
B( x ,|t|)∩ E

h|5 2
Fh ( f )|dydh≤CM (

|t|

0
h|5 2

Fh ( f )|dy ) ( x )

其中 M是 Hardy- Lit t lewood极大函数 . 故对 p> 1,有

　　　　‖KFt ( f ) (x ,|t|)‖ p≤‖
|t|

0
h|5

2
Fh ( f ) (x )|dh‖ p≤

C
∞

-∞ ‖
|t|

0
h· |5

2
Fh ( Jy

2
( f )|dh‖ p

dy
|y|

同样 ,由 [3]中定理 ( 3. 5)技巧 ,只需证

‖
|t|

0
h·|5

2
Fh (J y

2
( f ) ) dh‖ p≤C

|t|2

|h|2∧ 1 ‖ Jy ( f )‖ p
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便可得 ( 15)式 . 而上式证明只需一些初等估计 ,我们在此省略了 .
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The Besov Spaces on Lipschitz Surfaces and Characterizations

Yan　Lix in
 

Abstract　 The lef t Besov spaces LB
 T, q
p (E) and right Bexov spaces RB

 T, q
p (E) are giv en by

using Cli fford analysis, w herea∈ R and 1≤p , q≤∞ . Furthermo re, w e obtain two charac-

terizations of the Besov spaces fo r 0 <T< 2.

Keywords　 Besov spaces, smoo th molecule, Cli ffo rd analysis; Calderó n-Zygmund opera-

to r
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