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摘 要 对平面半无限带状区域上的双调和方程边值问题的能量积分的 hP r as m朗
-

iL dn e1 6 f 二择性定理
,

证明了随着与区域有限端距离的增长
,

能量或者按指数式增长或者按指

数式衰减
.

对衰减情况
,

求出全能量积分的显式上界
.

关键词 双调和方程
,

能量积分估计
,

hP
r
ag m印

一 iL dn el6 f 二择性

分类号 0 1 7 5
·

2
,

0 3 5 1
·

2

1 引 言

假设 R 是平面上的半无限带状区域

R 一 { (x
1 , x Z

) } 0镇 x l

< + co
,

0 镇 x :

镇 耐

考虑建立在 R 上的双调和方程边值问题

△ 2必二 必
, 。
叨 , 一 O

,

在 R上 (1 )

必 ( x
l ,

0 ) = 必
, 2

( x , ,

0 ) = 必 ( x , ,

h ) = 必
, 2

(
x l ,

h ) = 0
, x ,

) 0
,

( 2 )

必 ( 0
, x Z

) = f (
x Z

)
,

必
,
l
( 0

, x Z
) = 夕(

x Z
)

,

0簇
x :

簇 h
,

( 3 )

这里采用通常的数学符号
:

逗号
“ , ”

表示求导
,

重复下标表示求和
.

( 3) 中 f 和 g 是给定

函数
,

且满足相容条件

f ( 0 ) = f ( h ) = f
`
( 0 ) = f

`
( h ) = g ( 0 ) = g ( h ) = 0 ( 4 )

双调和方程的两个熟知的力学背景是
〔 , 〕 :

① 在平面区域上各向同性的弹性应变分析

中
.

iA yr 函数满足双调和方程
; ②平面区域上的定常 st ok es 方程

,

可以通过变换描述为双

调和方程
.

由于双调和方程在应用上的重要性
,

多年来有着广泛的研究
〔 ,一 3 ,

.

这些研究

主要集中于双调和方程解的 as in t 一 ve an nt 原则
,

即证明
:

如果 ( 1 ) 的一个解在带状区域的

双侧长边界上满足齐次 iD icr hl et 条件
,

并且在无限远处满足给定的衰减假设

必
, 。 ,

必
, 。 ,

~ 0 (对
x :

一致 ) 当 x ,

~ oo 时 ( 5 )

那么
,

解 必 (x
; , x Z

) 将随着
: 1

的增长而呈指数式衰减
.

显然假设 ( 5) 是人为加上去的
,

并不

切合实际
.

本文的主要结果是
:

无需衰减假设条件 ( 5 )
,

对边值问题 ( l) 一 ( 3 ) 的解证 明了
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Ph ar gm朗 一 Li nd el 6 f二择性定理
:

随着
: ,

的增长
,

必的能量积分必定或者呈指数式增长
,

或

者呈指数式衰减
.

2 预备知识

以 L
:

表示带状区域 R 在
x ,

一 处的截线

L
:

= { ( x l , x Z
) }

x l
= ; ) 0

,

0镇
x :

簇 h }

应用分部积分及边界条件 ( 2)
,

( 3 )
,

得到

必△
“

侧A -

必
.。 ,必

, 。 , d A

工
:

` , ,

一
,

,·

, 一 ,`

一 工
。
(”

,

一
,

, ·

, 一 , `一 +

( 6 )

Jf,"
ó

f人
.

1
湘
月

l
如

由 ( 6 )
,

定义函数

E ,
(之 ) = 工

:

( ,
, ·

,
,

一 ” 一 ,`

一 上
`

工
; ,

,

一 ,
,

一`“ + “ 1
( 0 ,

( 7 )

类似 (6 )
,

(7 )
,

定义函数
E Z

(
·
,

一 工
:

( ,
,
二 ,

,

一 d

一工
’

工
考 , 一 , 一` A + E Z

( 0 ,
( 8 )

进而
,

定义函数
“ ( · , 一 E l

(· , + “ “ 2
(· ,

一 上
“

工
;
( ,

,

一 , 一 + “ ,
,
1一 , 一 ,“ +

、 ,
声、 .尹、 .2、户、、
尹、少OJCU11Q乙dq月tL百了、11111.1̀.11.

/`、了̀、了̀、 /

`
、 z口、了、

E l
( 0 ) + 久E Z

( 0 )

这里 久是待定正常数
.

对 ( 9) 求导
,

显然有
E ,

(
·
,

一 工
:

( ,
,

一 ,
,

一 + “ , 一 , 一 , d一 簇 o

由定义 (9 )
,

对任意
/ > ; 1

> 0
,

得到

E (
·
, 一 E (一 ,

一 工
l“

工
;
( , 一 ,

1

一 + “ ,
,
1一 ,

,
1一 , d`

假设当
;
~ 二 时

,

E (习 ~ 0
,

由 ( 1 1 ) 立即得到

: (
·
) 一

工
一

工
.

( ,
, 。声 ,

,。夕 + “ ,
,
l a夕, 一 , d`

( 1 2) 表示能量积分

假设 一 E (习 有下界 X (: ) > 0
,

由 ( 1 1) 立即得到

上
“

上
( ,

,

一 , 一 + “ , 一 , 一 ,` A ) ` (
·
, + E (“ ,

下面需要用到以下熟知的 w i gn i nt er 不等式
〔` 〕

( i ) 若
。 ( x Z

) 任 c
`
( 0

,

h )
,

且
u ( 0 ) = u ( h ) = O

,

那么

上
”
一 d一 、 子上

’ ·

{
Zd·

( 11) 若
u ( x Z

) 任 C Z
( 0

,

h )
,

且
u
( 0 ) = u

,
2
( 0 ) = 0

, 。 ( h ) =
u

,
2
( h ) = 0

,

那么

上
` ·
:

Z
d一 、
吞上

`之Z

{
2 2
d
·
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ii (i )若
。

x (
2)满足与 ii ()一样的边界条件

,

那么

上
`
一d一 、 (

号
)

4

纂工
` ·

{
2 2`二

( 1 6 )

3 P h r a s m如 一 L i n d e l 6f 二择性定理

这一节
,

将建立本文的主要结果
.

由定义 (9 )
,

显然有

. : (· ) . 、 }
工

( ,
,
1 , 一 , + 2 ,

,
2 ,

,
2 1
一 , , 一 , d一 , +

.、

工
( ,

,
1 1 , 一 + , 一 ,

,
2 2 1 ’ `一

( 1 7 )

应用 s e h w a r z
不等式

,

w i n g i n te r
不等式 ( 1 4 ) ~ ( 1 6 ) 以及 y o u n g 不等式

,

对 ( 1 7 ) 式右

端各项得到

, ,
.

/ h
, 。 I

f
_ 。

.

1 「
_ ,

毋
,
,岁

· ` , Q劣 , 、 万 气百 {
: , 万, , Q x ,

一 丽 {
。 甲:

` , “ x , ’ ( 1 8 )

2

工
一 h

,

￡ ,

叭 ’

娜
,

颇 气 万 L言工
’ {

2 2“ ’ l 厂
_ ,

汁
~

言一 ! 切
` 1 , d x Z )

乙尸Z J乙
( 1 9 )

厂_ _
,

一 4 无
, 。 :

f
_ ,

二
h

2 1 厂
一 ,

J:
甲岁

,

” ’ 。 z , 簇 百 万 气万 」
: :

甲万, , Q x ,
一 丽 瓦

入

J
: :

. : “
, “ x , ’ ( 2 0 )

, h o J 「
_ 。 .

久尸
.

厂
_ ,

:

甲
, ` ’ 岁

·

” ’ “ 劣 ,

气 万 气万 J
。 :

. 万
1 IO x ,

+

面
入

j
: : 。 :

1 1 1“ x , ’ ( 2 1 )

一 h
,

E ;

厂
_ , _ .

久护
_

厂
_ 。

甲
,

’ 2甲
·

” ` Q x ,

气 万 L万 {
: . :

, , d x ,

十 厄万兀二
’
入

{
: . :

` 2 , d x , ) ( 2 2 )

,
|I.IJ
户

|.IJ六久

取待定系数 、 一
恙

,

并分别取
任 了̀

1 1 6 1
￡ ,

= 工 ; ￡ ,
= 万

; ￡3
= 万

; ￡̀ = 万
’ “ 5

= b
·

综合 ( 1 7 ) ~ ( 2 2 ) 得出

}: (· ) , 、 鬓
〔一 :

,

( · ) 〕
( 2 3 )

( 2 3 ) 等价于

〔e瓮刃 ( : ) 〕
,

镇 。 或 〔e 一
瓮

·

刃 (
:
) 〕

,

簇 。

对 ( 2 4 ) 左式从 0 到 ;
积分

,

得出

( 2 4 )

君 ( ; ) 镇 百 ( o ) e 一
会

·

( 2 5 )

由 ( 2 5 ) 可见
,

当
:

~ co 时
,

E (
z

) ~ 0
,

由 ( 1 2 ) 得到

工
一

工
。’

·

碑
h

2

、 d A + 子污
任汀 “

必
,
, 。 , 必

.
, 。夕d月簇 百 ( o ) e 一

瓮
2

( 2 6 )

( 2 6) 显示能量积分的衰减估计
.

应用 L
`

H os iP alt 法则
,

可以得到区域截线上的能量积分衰

减估计

工
, _

` .

一 4汀 _ 八
、

_

岁
, a , 岁

, · , Q x ,

头 丽石气U ) “ 韶 ( 2 7 )
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及高阶能量衰减估计

工
,

,
1 。 ,。

,
1。 , d一 、
幂

: ( 。 )一 `
·

( 2 8 )

对任意
名 > ; 。 > 0

,

将 ( 2 4) 右式从
: 。 到 ;

积分
,

得到

一 刃 ( : ) ) 一 刀 ( :
。
) e
瓮

`
一

。

由 ( 1 3 )
,

得到

l im 〔e 一

瓮
· 户 「

, _ _
.

矿
_ _ 、

、 、 _

J
O

J
· ; ` 。

, · , 。 二 , + 砰
’ 一 ,

一
, ’ “ A “ 多 C l

这里 c ,

是依赖于
: 。

的常数
。 1

一
“

·

工
`

工
。
( ,

,

一 , 一 +

磊
, 1一 ,

,
1一 ,“

综上所述
,

得到 hP ar g m印 一 iL dn e1 6 f 二择性定理
.

定理 1 若 必是双调和方程边值问题 l( ) ~ (3 ) 的解
,

那么 必必定满足

l im 〔e 一
瓮

· 广
“

厂
_ _

矿
_ _ 、 .

、 ~ _

J
。

{
· ; 又一

,

一
, 十 砰一

“

一
, ’ “ A “ 笋 ` 1

或

工
一

工
母
( ’

·

, ,
,

、 +

应 用

当 E (
:
) 按指数式衰减时

,

显然
,

对固定的
名

) 0
,

矿
_ _ 、 _

』

, _ , 、 一业
,

砰二
` · ,一

l· , ) d A 气 石 L U ) e ’ “ 一

可以进一步得到解 必 x(
, , : 2 ) 的点点衰减估计

.

。 2
(
一

)

一
2

工
2 ` , ,

·
,
d , 一 2

上
`

” , 一` ,
( 2 9 )

应用 cS h w ar z 不等式及不等式 ( l 通、
,

得到
_
厂
人

. _ _ . _

, h 厂
六 _ 。 .

中
乙

仕
,

介 ) 乓 l }毋吸
,

}d 刀气 忿 } . 丁
Z d介

J 0 7̀ JO

( 3 0 )

由 ( 2 6 ) 知
,

( 3 0 ) 的最右端项当
;
~ co 时趋于 0

,

因而进一步可得

工
:

蜘一
2

工
一

又
,

,

2 ,
,
2 l

dA 镇
今合工

一

工
:

叽dA +

剑
一

工
考

叽d)A

取
￡ 一 了万

,

由定理 1 得到 必 的点点衰减估计

m a x 必2
(

z , x Z
) 镇

0簇
1 2 ( h

立其竺
: ( 。 ) e 一

箭
`

4汀
`

如果问题 ( 1) ~ ( 3) 考虑平面上的弹性分析
,

由定理 1
,

可以得到平面弹性体的应力

在截线上的均方衰减估计
.

如果 问题 (1 ) ~ ( 3) 考虑定常的 tS ok es 流问题
,

由定理 1
,

可

以得到 tS ok es 流速度
”
的最大模的衰减估计

.

5 全能量积分 E (0 ) 的上界

在上述中
,

得到了衰减的能量积分以 (E 0) 为上界
.

为了保证 (E 0) 的有界性
,

有必

要求出以边值数据表示的 E ( 0) 的显式上界
.

由上可知
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_ _ 、
_ _ 、

h
Z _ _ 、

石 又U ) = 石 1 ( U ) + 几一下 石 2 ( U ) =
任汀

上
一

工
;必

,

叨 ,
,

峭

+dA 粼
一

工
;

甄叨 ,
,

神
先证明

定理 2

则对任意 勒

证明

假设 必是边值问题 ( 1) 一 ( 3) 的解
,

且能量积分 E ( ; ) 当
x

~ co 时衰减为零
,

> o
,

刃 1
( ; ) 和 刀2

( : ) 满足如下关系

瑞E Z
(
:

+
: 。

) 簇 E
,
( ; )

.

反复应用分部积分及散度定理
,

得

。 一

工
一

上
:

( ; 一
,

2
,

,
1 1△ 2

“ `

一 工
一

工
;
( “一

,”
,

la , ,
,
l a 声d ` +

( 3 1 )

由( 3 1) 可以推出

E l
( 之 )

工
一

工
考 ,

, a刀 ,
, a 刀d

一
2

工
一

工
; , :

1 Z
d·

一

上
一

工
,

, 一 ,
, 。刀d` 、
工
一

工
.

(考一
)

2
0

.
, a ,。

,
l a , d , >

工二
。

工
;

“ 一
,

2 ,
,
1一。

.
1。尸d , > ·

: :
2
(· + : 。 )

于是定理 2得证
.

定理 2蕴涵 E Z
( 0) 可以由 E

l
( 0) 界定

,

即 E Z
( 0) 簇 Z E ,

(0 )
.

因此要求 (E 0) 之显式上界
,

只需求 E l
( 0) 之显式上界

.

设 抓 x l , x Z
) 是一个光滑函数

,

满足与 必 (x
1 , x Z

) 相同的边界条件
:

势(
x , ,

0 ) 一 叻
,

2
(

x l ,

0 ) = 妒( x , ,

h ) = 砂
,
2
( x l ,

h ) = 0
, z ,

) 0
,

( 3 2 )

护( 0
, x Z

) = f ( x Z
)

,

护
.

1
( 0

, x Z
) = 夕( x Z

)
,

0 簇 x 镇 h
,

( 3 3 )

叭
。 ,

叭
。声
~ 0( 对

x :

一致 ) 当 x ,

~ 十 co 时 ( 3 4)

应用 S hc w ar z 不等式
,

可以得到

(上
一

工
; ,

,

一 `

一 )
2

成 “ 1
( 0 ,

上
一

工
;

`
,

一 `
,

一 d`
( 3 5 )

另方面
,

由定义 ( 7) 及边值条件 ( 32 ) ~ ( 3 4 )
,

结合 ( 3 5 )
,

得到
E l

( 。 ) 、
上

0

工
.

,
,

一 ,
,

一 d A
( 3 6 )

构造函数 护( : 1 , x Z
)

,

使

妒( x : , x Z
) = 〔f ( x Z

) + x , g ( x Z
) +

, x ,

f (
x Z

) 〕e 一 护 , ,

这里
俨 > 0 是待定参数

.

显然 抓 x , , x Z
) 满足边值条件 ( 3 2) ~ ( 34 )

.

将 抓
x , , x Z

) 代入 ( 3 6)

右端积分可以计算出 E ,
( 0) 的上界

.

l(E 0 , 镇
上
一

上
,一` #dA 一

粼
`

〔f’’ 厂 + 军挤 + 尸 ( 2 9 + 叮 )
’
〕dx

:
+

赤上
”

二 (、 + f) 一 、
,

、 + 、 一 。 。 + 。 ( 2。 + 。 〕dx
Z
+

赤工
” 〔( g

沐 、 )
2
十 2rz (挤 + 、

2
+ 一 ( 。 十

:
, )

2〕d
x Z
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不妨取
: 一 1

,

这样可以得到更简单的结果
_

,
,

、

, 1
石 1

LU少气 丁上
`
( 5 ,

”

,
”

+ “
”

。
”

+ “
”

“
”

, `一 +

合工
`
( ,

,

,
,

+ 。
,

;
,

) d一 +

音上
`
( 5 , 2

+ “ , + ` 2
,`一

因此
,

E ( 0) 有显式上界
.
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