
　
　

第 36卷　第 4期

1997年　 7月

中山大学学报 (自然科学版 )

ACT A　 SCIENTIARUM　 NATURALIUM

UN IV ERSIT ATIS　 SUN YATSENI

　
Vol. 36　 No . 4

Jul. 　 1997

　

极限环及同宿分叉的摄动 -增量解法
 

徐　兆　陈树辉
(中山大学应用力学与工程系 , 广州 510275)

摘　要　采用摄动 -增量法研究电机工程中一类强非线性振子的极限环和同宿轨线。极限环、同宿

轨线和分叉值均可以非常精确地计算 .
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近 10多年来 , 下列强非线性振子

　　　　 x + g (x ) = λf (x , x , _ ) x ( 1)

的分析方法有很大进展 ,其中 g (x )为非线性函数 . 对于λ为小参数的情形有新渐近方法 [1 ]、

非线性时间变换法 [ 2]、广义平均法 [3 ]、 非线性尺度法 [4 ]和椭圆函数摄动 [5 ]等 ; 对于λ为不很大

参数的情形有摄动 -迭代法 [ 6] ; 对于λ为任意参数的情形有摄动 -增量法 [ 7] . 其中摄动 -增量法

是一种新方法 , 它既可以给出简单的近似解 , 也可以给出相当精确的解 , 兼有解析法和数值

法的优点 .

本文将应用摄动 -增量法研究电机工程中导出的强非线性振子

　　　　 x
 + x+ 1. 5x2= λ (_+ x ) x ( 2)

对于λ为小参数的情形 , 文献 [8 ]证明了当 0 <_ < 2 /21时方程 ( 2) 有唯一的极限环 . 由文

献 [8]进一步可证明 _≈ 2 /21时极限环消失而出现同宿轨线 , 即产生同宿分叉 , _ = 2 /21为

分叉值 . 本文将研究λ不是小参数时的分叉值、 同宿轨线和极限环的计算问题 . 这是强非线

性系统的一个重要研究课题 .

1　摄动 -增量法

先对一般方程 ( 1) 阐述求极限环的摄动-增量法。假设方程 ( 1) 满足文献 [9]存在极限

环的条件且相平面的原点在极限环内 , 作非线性时间变换

　　　　 dh/dt= H (h) , 　　H (h+ 2π) = H (h) ( 3)

其中h是新时间 , 在h域内把极限环表示为

　　　　 x= a cosh+ b, 　 dx /dt= - aH (h) sinh ( 4)

这里 , a是振幅 , b是偏心 . 类似于文 [2] 的推导 , a、 b和H可由下列诸式确定 .
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　　　　 (H sinh)
2
/2+ [V (a cosh+ b) - V (a+ b) ] /a

2
-

λ∫0

h

f (a cosθ+ b, - aH(θ) sinθ,_ )H(θ) sin2θdθ= 0 ( 5)

　　　　 V
- (a ,b,π) -λ∫0

π

f
-(a ,b,_ ,H,θ) dθ= 0 ( 6)

　　　　∫0

2π

f-(a,b,_ ,H,θ)dθ= 0 ( 7)

其中 ,V ( x )=∫0

x

g (_ ) du, V- (a ,b,h)=
1
a
2 [V (a cosh+ b) - V (a+ b) ]

　　　　 f
-(a,b,_ ,H,θ)= f (a cosθ+ b, - aH sinθ,_ )H sin2θ

具体计算可分 2步 . 第一步为摄动法 . 假设λ为小参数 ,λ≈ 0,a= a0+ O (λ) ,b= b0+ O (λ) ,H

= H0+ O(λ) ,上式代入方程 ( 5～ 7)得

H0 (h)= { [2V (a0+ b0 ) - 2V (a0 co sh+ b0 ) ] /a0
2
sin

2
h}

1 /2
( 8)

　　　　 V ( - a0+ b0 ) - V (a0+ b0 )= 0 ( 9)

　　　　∫0

2π

f-(a0 ,b0 ,_ ,H,θ) dθ= 0 ( 10)

解出 a0、b0和H0后 ,可得极限环的零阶近似解 . 由此可得极限环的存在性、唯一性、稳定性和

分叉等基本情况 . 但摄动法仅适用于λ为小参数的情形 .

第二步是参数增量法 . 它将把对应于小参数的解延拓至大参数 . 设 a0、b0和H0为对应于

参数λ0的解 (开始时 λ0= 0,对应零阶近似解 ) . 现给λ0一个小增量△λ, 0 <△λ 1,λ=

λ0+ △λ,对应的解记为

　　　　a= a0+ △a,b= b0+ △b,H= H0+ △H ( 11)

把上式代入方程 ( 5～ 7) ,略去高阶项后便得到增量方程

[ (
 V-

 a )
0 -λ∫0

h

(
 f-

 a )
0dθ]△a+ [ (

 V-

 b )
0 -λ∫0

h

(
 f-

 b ) 0dθ]△b+ (H0sin
2
h)△H-

λ∫0

h

(
 f-

 H
) 0△Hdθ= - (H0sinh)

2
/2- V

- (a0 ,b0 ,h)+ λ∫0

h

f
-(a0 ,b0 ,_ ,H0 ,θ) dθ ( 12)

[ (
 V-

 a
) 0,π- λ∫0

π

(
 f-

 a
) 0 dθ]△a+ [ (

 V-

 b
) 0,π- λ∫0

π

(
 f-

 b
) 0 dθ]△b-λ∫0

π

(
 f-

 H
) 0△Hdθ=

　　　　　 - V- (a0 ,b0 ,π)+ λ∫0

π

f-(a0 ,b0 ,_ ,H0 ,θ) dθ ( 13)

△a∫0

2π

(
 f-

 a ) 0dθ+ △b∫0

2π

(
 f-

 b ) 0dθ+∫0

2π

(
 f-

 H) 0△Hdθ= -∫0

2π

f
-(a0 ,b0 ,_ ,H0 ,θ) dθ ( 14)

其中 , (
 V-

 a
) 0,π=

 
 a V
- (a ,b,h)|a= a

0
,b= b

0
,h= π, (

 V-

 b
) 0,π等项类似定义 . 由于H(h)是 2π的周期函数 ,

可展开为 Fourier级数 . 同样 ,△H可展开为

　　　　△H=∑
M

j= 0
(△P j cos jh+ △ Qj sin jh) ,△Q0= 0 ( 15)

方程 ( 12～ 14)中的周期函数也都可展为 Fourier级数 ,再应用谐波平衡法可得△a、△b、△ P j

和△Qj的线性代数方程组

　　　　 An△a+ Bn△b+ An , 0△P0+ ∑
M

j= 1
( An , j△ Pj+ Bn , j△ Qj )= Rn ( 16)
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其中 , n= 0, 1, 2, … , 2M+ 2, R0为 ( 12) 式右边的常数项 , Ri为余弦项 , RM+ i为正弦项

的系数 ; R2M+ 1为 ( 13)式右边的值 ; R2M+ 2为 ( 14) 式右边的值 . 注意 ( 12～ 14) 式的右边与

( 5)、 ( 6) 和 ( 7) 的左边对应相差一个负号而已 . 因此 , 如果 a0 , b0和H0使 ( 12～ 14) 式的

右边为零 , 则 Rn全为零 . 此时 a0、 b0和H0就是方程 ( 5)、 ( 6) 和 ( 7) 的解 .

由 ( 16)式解出△a, △b, △P j和△Qj后代入 ( 11)式得 a, b和H并作为新的 a0 , b0和

H0. 于是由 ( 16) 式又可得新的△a, △b, △ P j和△ Qj . 这一过程称为迭代过程 . 当 Rn小于

预先规定的误差时 , 迭代结束 , 此时得到对应于λ= λ0+ △λ的解 a , b和H. 再以此作为新的

起点 , 给参数以增量△λ, 重复上述迭代过程 , 经过若干次增量后 , 参数λ由小变大 , 这样就

得到非小参数对应的解 .

现在研究同宿轨线和分叉值的计算 , 同宿轨线仍表示为 ( 14) 式 , 但轨线上应有一个且

只有一个平衡点 , 设这个平衡点为 (h , 0) , 则 a+ b= h , (当 h> 0时 ) , 或 - a+ b= h (当 h

< 0时 ) 即

　　　　ah /|h|+ b= h ( 17)

由于同宿轨线比极限环多一个条件 ( 17) , 因此 , 方程 ( 1) 的参数 _ 不能任意给定 , 而要待

定 . 当λ≈ 0时 , 同宿轨线对应的 a0 , b0 , _ 0和H0除应满足方程 ( 8～ 10) 外 , 还要满足

　　　　a0h /|h|+ b0- h= 0 ( 18)

令　λ= λ0+ △λ,　a= a0+ △a ,　b= b0+ △b,　H= H0+ △H,　_ = _ 0+ △_

则由方程 ( 5～ 7)和 ( 17)式得到类似于 ( 12～ 14)的增量方程 (相应方程中增加含△_ 的项 )

和

　　　　 (h /|h|)△a+ △b= h - (h /|h|)a0- b0 ( 19)

由此得代数方程组

　　　　 An△a+ Bn△b+ An , 0△P0+ ∑
M

j= 1
( An , j△ Pj+ Bn , j△ Qj )+ Cn△_ = Rn ( 20)

其中 , n= 0, 1, 2,… , 2M+ 3,它比 ( 16)式多第 2M+ 3行和第 2M+ 3列 . 同上述求极限环一

样 ,应用增量法 ,从λ≈ 0对应的零阶近似解出发 ,一步一步增量下去 ,可得到非小参数时的同

宿轨线和分叉值 .

2　方程 ( 2)的极限环、同宿轨线和分叉值

现在应用摄动 -增量法研究方程 ( 2) . 本例 f (x , x )= _+ x ,g (x )= x+ 1. 5x
2 ,V (x )= ( x

2

+ x
3
) /2,有两个平衡点: ( 0, 0)和 ( - 2 /3, 0) ,其中 ( - 2 /3, 0)为鞍点 ,h= - 2 /3.方程的零阶近

似解为

b0= ( - 1+ 1- 3a0
2
) /3,H0 (h)= [ 1- 3a0

2
+ a0 cosh]

1 /2
,

_ = - a0∫0

2π

H0 (h) sinh
2
coshdh/∫0

2π

H0 (h) sin
2
hdh+ ( 1- 1- 3a0 2 ) /3= _ (a0 ) ( 21)

由文献 [8 ]知 , 0 <a0≤ 1 /2, - 1 /6≤b0 < 0,_ (a0 )为 a0的单调上升函数 , 0 <_≤ 2 /21.当 _∈ ( 0,

2 /21)时 ,有唯一的极限环 ;当 _ = 2 /21时 , a0= 1 /2, b0= - 1 /6, H0 (h)= |co s (h/2)|,出现同

宿轨线 .

　　　　 x= ( 1 /2) cosh- 1 /6, dx /dt= - ( 1 /2)|cos (h/2)|sinh

这与由 ( 8～ 10)式和 ( 18)式求得的结果一致 .

为了求非小参数情形的同宿轨线和分叉值 ,应用增量法 . 令 λ0= 0,△λ= 0. 5,M= 20,误
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差Z= 10
- 5
,经 20次增量后求得同宿轨线的 _ ,a和 b值列于表 1,其中同宿分叉值 _ 随λ的增

大而减少 . 例如λ≈ 0时 ,_ = 2 /21≈ 0. 095 24,而λ= 10时 ,_ = 0. 015. 可见零阶近似值只适用

于λ很小的情形 .

表 1　方程 ( 2)不同λ值同宿轨线的 _、a和 b值

Tab. 1 Va lues of _ , a and b a t th e homoclinic o rbits fo r v ariousλof equa tion ( 2)

λ _ a b λ _ a b

1. 0 0. 093 03 0. 503 4 - 0. 163 3 6. 0 0. 039 47 0. 579 9 - 0. 086 8

2. 0 0. 086 57 0. 512 9 - 0. 153 8 7. 0 0. 030 19 0. 594 3 - 0. 072 4

3. 0 0. 076 50 0. 527 3 - 0. 139 4 8. 0 0. 023 38 0. 605 8 - 0. 060 9

4. 0 0. 064 09 0. 544 7 - 0. 122 0 9. 0 0. 018 51 0. 614 8 - 0. 051 9

5. 0 0. 051 14 0. 562 9 - 0. 103 8 10. 0 0. 015 00 0. 621 9 - 0. 044 8

再研究极限环 . 令 _ = 0. 01,由 ( 21)式求得 a0 = 0. 162 3, b0 = - 0. 013 4,H0 (h) =

0. 959 2+ 0. 162 3 cosh,因此 ,当λ≈ 0时 ,极限环的近似表达式为 x= 0. 162 3 co sh- 0. 013

4, dx /dt= - 0. 162 3H0 (h) sinh.

为了求较大参数时的极限环 ,可应用增量法 . 令 λ0= 0,△λ= 0. 5,M= 20,误差Z= 10
- 5
,

经 10次和 20次增量后 ,其结果列于表 2,如有必要 ,还可求更大参数的极限环 . 极限环的相

图如图 1所示 . 图中还给出用四阶 Runge-Kut ta方法求得的数值解 ,两种方法结果完全吻合

. 图 1中也给出同宿轨线 .

图 1　方程 ( 2)λ= 5和λ= 10时极限环和同宿轨线相图

Fig. 1　 Limit cycles and homoclinic o rbits phase po r traits of equa tion ( 2) forλ= 5 andλ= 10

3　结　论

应用摄动 -增量法研究电机工程中的非线性振动问题 ,不论系统的参数大小 ,极限环、同

宿轨线和分叉值都可以很精确计算 . 此法是解析法和数值法相结合的一种新方法 ,适用于非
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线性振动系统的周期解和分叉等问题的研究 .

表 2　方程 ( 2)极限环的振幅和偏心及H(h)的 Fourier系数
Tab. 2　 Amplitude and bias o f the limit cycle and Fourier co efficients ofH(h) fo r equa fion ( 2)

λ= 5,_ = 0. 01

a= 0. 167 9,b= - 0. 013 7

λ= 10,_ = 0. 01

a= 0. 197 6,b= - 0. 015 0

j P j Qj P j Qj

0 9. 874 E- 01 0. 0 1. 031 E+ 00 0. 0

1 8. 775 E- 02 2. 773 E- 01 1. 115 E- 01 6. 350 E- 01

2 - 1. 212 E- 02 - 2. 909 E- 03 - 6. 041 E- 02 - 6. 112 E- 03

3 3. 949 E- 04 8. 033 E- 04 3. 042 E- 03 7. 351 E- 03

4 2. 838 E- 07 - 8. 235 E- 05 - 8. 475 E- 05 - 1. 080 E- 03
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The Perturbation-Incremental M ethod fo r Studying

Limit Cycles and Homoclinic Bifurcation

Xu Zhao
 　Chen Shuhui

Abstract　 Investigates a class of st rongly nonlinea r o scilla to rs in electrical engineering by us-

ing the perturbation-incremental method. Limit cycles, homoclinic o rbits and bifurcations of

the oscillators can be calculated to any desi red deg ree of accuracy.

Keywords　 limit cycle, homoclinic o rbit , bifurcation, perturba tion-incremental method
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