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元广义差分格式及应用

`

陈 仲 英

(中山大学科学计算 与计算机应用系
,

广州 5 1 0 2 7 5 )

摘 要 以 oP isso
n

方程为模型
,

导出基于 iz en ike w ic z

元的广义差分格式
,

给出误差估计和

数值试验
.

作为应用
,

给出自由水面势流的双点迭代广义 差分算法和二维浮体振荡的相似单

元广义差分算法
.

关被词 oP iss on 方程
,

iz en ike w icz 元
,

广义差分法
,

相似单元法

分类号 0 2 4 1
·

8 2

专著〔1」中给出求解偏微分方程的几种广义差分格式
,

其中高次元格式包括 aL g r
an ge

型的二次元差分格式和 H er m iet 型的三次元差分格式
.

本文讨论基于 iz en ik e w ic z
元的广

义差分格式
,

同时给出自由水面势流的双点迭代广义差分算法和二维浮体振荡的相似单

元广义差分算法
.

从中可见
,

广义差分法的变分形式及其吸取有限元的单元分析法使得有

限元法的许多成果和方法可以移植到广义差分格式
.

1 Z i e n k ie w ic z
元广义差分格式

考虑 P of sso
n
方程边值间题

f 一△ u一 f
,

在 g 内

川 ` 一 0
( l )

其中 g 为平面多边形区域
,

a g 为其边界
,

f 任尸 ( 。 )
.

作 口的正则三 角剖分 T 。

和相应的对偶剖分 *T’ 川
.

为确定起见
,

设 T̂’ 为重心对偶剖

分
.

*T 由有限个三角单元 K 。
组成

,

Q 表示三角形的重心
,

h表示所有三角形的最大边长
.

记号 岛 表示所有三角形顶点组成的集合
,

g 犷表示所有三角形重心组成的集合
,

S `

表示

K 的面积
,

后
、
一瓜 \脱

.

取试探函数空间 U。

为相应于 T 。

的 iz en k ie w icz 元空间阁
.

其函数
u 。 e u ,

为受限制分片

三次多项式
,

条件
.

设 尸。
-

由节点上的 自由度 {
u *

(尸
。
)
而

。
( P o

) 撇
*
( P o

)

毋
’

即
;尸。
任忌 }所唯一确定

,

并满足边值

x(
。 ,

y0 ) 任岛
,

尸一 x(
,

妇
,

K凡任*T’ 为含 尸。

的对偶单元
,

令

,
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叫
, ( p ) - }

1
,

当 p e K凡

o
,

当 p 任 K凡

; 朴;
,
( p ) = {

r 一 z 。 ,

当 尸任 K凡

0
,

当 尸任 K凡

` 2 、

{夕一 夕。
,

; 砂凡 ( P ) = (
’

1 0
,

当 尸任 K凡

当 尸 任 K凡

取检验函数空间

V
。
= s琳 n

{叻礼
, ; p 。任幼

。 ,

k = 0 ; p 。任瓜
,

k = l
,

2 }

求解边值问题 ( l) 的广义差分格式为
:

求
。 。
任 u 。 ,

使得
a (越

, , 秒*
) = ( f

, v 。
)

,

V
v 。任 V

。

或
a ( u 。 ,

功礼
,
) = ( f

,

劝礼
, )

,

V p 。
e 幼

。 ,

k = 0 ; p 。
任瓜

,

k = 1
,

2

( 2 )

、 、了、 .产UqJ任产̀、了̀、

这里
· ( *u’ *v) 一

几(瓮瓮
+

留豁
dx

“
广义函数意义理解

,

即有

· (一再:
) ,一

丘、爵
`
一瓮

` ;

· (一补;” 一丘: 瓮
`· ` “ +

工
`

、箭
`“ ;

)̀

一瓮
“ ;

)` ,

· (一 `咒” 一二
、
爵

`· ` “ +

工
二

、箭峨
)`
一瓮

“ :
)` ,

( 5 )

、 .了、 .声冉匕厅r了、了、

定义 U
*

到 V
。

的插值算子 刀 h’

~ 一 甲 「
一 , _ 、 , n 、 .

加
、
( P 。

)
门 、 .

而
。
( P 。

)
, ,

门
、 , 一

_
, ,

fl 厂u *
= 山 l

u 、
( p

。
)护理

,

+ 二共子岁二功弃:
,+ 望爷七议

,
l

,

V 云
,
任 U ,

p

黔
山

L
一 “ ` 一 ” ` 了 `

。
’

击
了 『

。
’

即
了 「 。 J

”
一 “

一
’

计算格式 ( 2) 等价于
a
(

u 。 ,

fl 犷云
。
) = ( f

,

fl h’ 云
。
)

,

V 云
。
任乙厂

。

为了计算单元
“
刚度

”

矩阵和进行单元分析
,

把 ( 6) 式左端改写为
。
(
。 。 ,

n : 、。 ) 一习 , ` (。
. ,

n : 、` )

其中

而 各

K 〔 , `

尤 = △ p
t

p尹
*
(参见图 l a )

凡

.P ( 0
,

] )

`
氏

。

尺

P (0
,
0) 丸 乌(l

,
0) 内

图 1 三角单元 K ( 。 )和参考元 无( b)

F ig
.

1 ( a ) T r i a n s u la r e l e m e n t K
,

( b ) r e f e r e n e e e le m e n t K

, 二 ( u 。 ,

n .h 、 。
) 一 习

才二 t .
J

.
k

厂
一 ,

_
、 _ , , 。 、 、 .

撇
。

(尸
,

)
_

} u ` 又尸 ` ) l 、 t u 。 一

劝对
,

) 十 一一又了一 1 ; 又u * ,

沪卜)
’

) 十
` ’

口汤

加
。
( P 才

)

即

`· (一 ,、
)
)

」 ( 8 )

I
`

(。
。 ,

功
;
) 分别等子

a
(

u 。 ,

功
,
)表达式 (见式 ( 3 ) ~ ( 5 ) )中娜 换成 尤声自尤

,

a尤声换成
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J K 声门K 所得的式子
.

引进面积坐标

n口

y势豹

左,J

XXX
ǐ .11二
,
.一

一K一O乙一一
内

入

,叭弘

上压̀̀

XXX
11
心.11.1

一K

115
一9̀一一

碑

人
香J``粉甘刃甘,J̀̀XX

ō .1j .111

一K

115
一,自一一入

在 K 上
, u 。 任U 、

可用面积坐标表为
u *
一 艺 (一 : 、 ,+ 3* ,+ : 、

:

、 j、 `
)。

*
(尸

`
)+

亡 . * *
少

,
七

艺「(对一对一 ;
:

;
,

;
`

产婆￡2 + 又 ( * ; *
`

+ 喜
、 ,

、 ,、 *

尸蜒军业飞
二少

.
古`

一

口入
.

』尸
卜 乙

’

d 人 J
一 二笋生

’ -

( 10 )

在变换 x(
,

妇~ (礼
,

人.
)之 下

,

三角单元 K 变成参考元 尤 (图 lb )
,

点 尸` ,

M
￡ ,

心分别变成 户
` ,

分
` ,

心l( ~ `
,

j
,

k)
.

利用关系式

加
, 1 厂

, 、

抛
,

. , 、

撇门 撇
。

1 厂
、

撇
。

.
, 、

撇门
不万~ 石下尸 } L价一夕口不

一

十 叨
:

一夕
, ) 刃了 }

,

二万一 石下二 } t x

一
x 、 少不

一

十 娜
J

一 2 .

) 二育
.

}
,

口汤 ` O K ` 口八少 口八` 习 口梦 乙 O K ` 口人 J 口人七 J

d x 一 ( x ,
一 x .

) d久,
+ ( x 。一 x .

) d久: ,

d犷= (犷
7
一 犷

:

) d Z
,

+ ( ,
`
一 夕

:

) d久、

并记
a = }p

:

p .

卜b= }p
:

p
矛

}
, e = }p

, p 。

!
,

简单计算可得
.

厂
_

(粤
d :
一
纵

;
)一鑫 「「一 * 势

d *
*

+bz 势
d ; 。+

口 .I ` 、 a 犷 以
, ` 0 左 ` I“ ` a 六沪 o人七

告
(一+ ” 2

一
,`一

舞
` “ J+

毅
` “ *

,

」
丘

,

瓮
d· d ; 一

丘
`

〔
( ;

*

一 ;
夕
,

舞
+ ` , `一 ; 7

,

毅〕
d“ j d“ :

丘
之

箭
d· d ; 一

丘
才

[
(

一
,

舞
+ `

一
,

毅〕
d之夕d“

人

( 1 1 )

( 1 2 )

其中 L
`

和 天
`

分别是 L`
一 ” K汽n K 和 K 了

一 K汽n K 经变换得到的线路和 区域
·

( 1 3) 计算得到

( 1 3 )

利用 ( 1 0 )~

I` ( u。 ,

H h’ 云
。
) = [云

人

〕奚摊 [
。 。

]
*

( 1

、

~ 。 尸 , ,

一 _ 二
,

_
、

_
、

_
、

刁u ;

( P
,

) 撇
;

( P
,

) 口u ;

( P
,

) 撇
`

( P
.

) 口u `

( P
、

) 日u `

( P
,

) ,

记号 Lu .

监 表示 Lu 、 ( P
:

)
, u 。 ( P

。

)
, u 。

( P *
)

,

二笼= 二 ,

二苦尸二
,

=
止

资二
,

二长于“ ` ,

二二呀尸二
,

二二资一二二」,

一 “
- · ` -

-

~ ·
’ ` 一 “ ` 一

”
’ 一“ ` 一 ’ ` ’ 一 “ ’ 一 “ ` ’

a六,
’

口六了
’

刁只,
’

口么*
’

日么*
’

J久*

为如下 9 阶矩阵

门||引|列`

且心`叹」AAA1

r
A ~

二二二二二二二吮二 - }
艺” ` 3 ” 百 K

;

A
一1

A
12

A 2 1
A

22

A
3 1

A
32

式
,
i(

,

j ~ 1
,

2
,

3) 是 3 x 3 矩阵
,

其元素都是 护汉
,

护 的一次式
,

例如

A一

38 4 a 2+ 3 8 4 b2 + 6 7 2 0
e 2

一 3 3 6 0
a 2 + 2 9 7 6 b 2一 3 3 6 0

e 2

2 97 6 a 2一 3 36 0 b 2一 3 3 6 0
e 2

一 3 3 6 0
a 2+ 2 9 7 6 b 2一 3 3 6 0。

·

2

6 7 2 0 a 2 + 38 4 b 2+ 3 8 4 e 2

一 3 3 60
a 2一 3 36 0b

2十 2 9 7 6 〔
·

2

2 9 7 6
a 2一 3 3 6 0b

2一 3 3 60 e 2

一 3 3 6 0
a 2 一 3 3 6 0 b2 + 2 9 7 6 e 2

3 8 4 a 2 + 6 7 2 0b
2十 3 8 5

e 2

其他从略
.

注意关系式

[
u 。

〕
`
= Q [

u 。
( p

:

)
, u ,

(尸
夕
)

, u *
(尸

`
)

,

其中 (设 I 为 3 阶单位矩阵 )

撇
、
( P

:

) J u ,

( P ,
) 刁u *

( P
、
) 日u 、 ( P )

刁y击
’

日x ’
刁x ’

刁万

J u 。 ( P J

) 撇
*

( P *
)

-

为
’

为

ō |
片

川l到

(
x ;

一
x .

) I

(
x `

一
x

) I

(夕
,
一 y

:

)

( y
`

一 夕
,

)

了宜ēUn
ù尸l|||||ee|L

一一母
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可知单元
“

刚度
”

矩阵为

E = Q
丁 A Q ( 15 )

利用单元矩 阵叠加则得格式 ( 2) 的总体系数矩阵
.

2 误差估计和数值试验

类似文〔 1〕
,

通 过施行合同变换 并利 用 G e r s e h g o r in 定理
,

即可证明 I ` ( 。
、 ,

刀*’ u ,
)为

〔。
.
( p J

)一 u 。
( p

:

)
, u 几 ( p 、

) 一
u *

( p
:

)
,

加
、
( p

:

) / J又夕
,

刁u *
( p 夕

) /日久
少 ,

撇
。
( p

*
) / a久, ,

加
,
( p

.

) /刁久
` ,

面
。
( p ,

) /

认
,

加
.
(尸

`
) /孤

,

〕的正定二次型
,

从而得到如下的一致椭圆性
.

定理 1 设三角剖分 T ,

中每一单元的最大角不超过 叮 2
,

且最大角两夹边边长之比
:

任 〔了厄丁厄
,

了厄下厄〕
,

则存在不依赖于 f 。

的常数
a > 。

,

使得
a ( u 。 ,

7I .h u *
) ) a

l!
u 。

11:
,

v 。 。
任U 。

( 1 6 )

由定理 1 即知格式 ( 2) 的解存在且唯一
,

且易导出下面的误差估计
.

定理 2 设定理 1 的条件成立
, 。 是边值问题 ( l) 的广义解

, u *

是广义差分格式 (2 )的

解
.

若
u任万

3
(。 ) 门万占( g )

,

则有

}}
u
一 u 。

}}
,

( hC
Z

}
u

}
3

( 1 7 )

上述两定理的证 明只须逐一重复 [ 1 ]的论证并稍作修改
,

故从略
.

作为算例
,

下面用通常的有限差分格式 (F D M )和上述所述的广义差分格式 ( G D M )求

解下列边值问题

一△ u
= 2 s i n x s in 梦

.

(
x ,
夕) 任 g = ( 0

, 兀 ) X ( 0
, 兀 )

( 1 8 )
}

,诬

】
。二

= 0

用直线网
x
=

x ,

=
: h

,

y = y J

= Jh
, :

+ y = kh ( h =
:

/人
’

; ; ,

J = l
,

2
,

…
,

万 ; 、 = l
,

2
,

…
,

2万一 l )作 口

的直角三角剖分 T * ,

对偶剖分 卿 取为外心对偶剖分使计算更为简单
.

所得计算结果与精

确解 ( sE )。 一 s in : s i n y 的值如表 l( 取 人一 8)
.

从中可见广义差分解的函数值和偏导数都

有良好的逼近精度
.

3 自由水面势流的双点迭代广义差分算法

计算 自由水面的势流可 归结为求解 aL lP ac e
方程的定解问题

,

适合应用广义差分算

法
.

由于求解 区域 的不确定性
,

造成问题的非线性特征
.

我们可以如同有限元法那样采用

双点迭代法
.

以闸孔 出流为例
,

考虑问题 (参见图 2 )
:

△甲一 0, 在流场 。 内
,

妙 /撇一 0
,

在上
、

下游边界 D E
,

A F 上
,

甲一 0
,

在固壁 E F 上
,

甲一 Q
,

在固壁 B C 和 自由水面 A B
,

c D 上
,

神 / J。 = 了2。 ( E 。
一 h )

,

在自由水面 ^ B
,

c D 上
,

( 1 9 )

其中 甲为流函数
,

口为流量
,

E 。

为能头
.

数值求解时
,

先取一初始流量 Q
。
和初 始自由水面 犷一 h

。
(x )

.

假设 已得到 Q
,

和 犷一

h
.

( : ) (
,
一 0

,

1
,

… )
,

用广义差分格式解如下边值问题
:
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可知单元
“

刚度
”

矩阵为

E = Q
丁 A Q ( 1 5 )

利用单元矩 阵叠加则得格式 ( )2 的总体系数矩阵
.

2 误差估计和数值试验

类似文〔1〕
,

通 过施行合同变换 并利 用 G e r s e h g o r in 定理
,

即可证明 I ` ( 。
、 ,

刀*’ u ,
)为

〔。
.
( p J

)一 u 。
( p

:

)
, u 几 ( p 、

) 一
u *

( p
:

)
,

加
、
( p

:

) / J又夕
,

刁u *
( p 夕

) /日久
少 ,

撇
。
( p

*
) / a久, ,

加
,
( p

.

) /刁久
` ,

面
。
( p ,

) /

认
,

加
.
(尸

`
) /孤

,

〕的正定二次型
,

从而得到如下的一致椭圆性
.

定理 1 设三角剖分 T ,

中每一单元的最大角不超过 叮 2
,

且最大角两夹边边长之比
:

任 〔了厄丁厄
,

了厄下厄〕
,

则存在不依赖于 f 。

的常数
a > 。

,

使得
a ( u 。 ,

7I .h u *
) ) a

l!
u 。

11:
,

v 。 。
任U 。

( 1 6 )

由定理 1 即知格式 ( 2) 的解存在且唯一
,

且易导出下面的误差估计
.

定理 2 设定理 1 的条件成立
, 。 是边值问题 ( l) 的广义解

, u *

是广义差分格式 (2 )的

解
.

若
u任万

3
(。 ) 门万占( g )

,

则有

}}
u
一 u 。

}}
,

( hC
Z

}
u

}
3

( 1 7 )

上述两定理的证 明只须逐一重复 [ 1 ]的论证并稍作修改
,

故从略
.

作为算例
,

下面用通常的有限差分格式 (F D M )和上述所述的广义差分格式 ( G D M )求

解下列边值问题

一△ u
= 2 s i n x s in 梦

.

(
x ,
夕) 任 g = ( 0

, 兀 ) X ( 0
, 兀 )

( 1 8 )
}

,诬

】
。二

= 0

用直线网
x
=

x ,

=
: h

,

y = y J

= Jh
, :

+ y = kh ( h =
:

/人
’

; ; ,

J = l
,

2
,

…
,

万 ; 、 = l
,

2
,

…
,

2万一 l )作 口

的直角三角剖分 T * ,

对偶剖分 卿 取为外心对偶剖分使计算更为简单
.

所得计算结果与精

确解 ( sE )。 一 s in : s i n y 的值如表 l( 取 人一 8)
.

从中可见广义差分解的函数值和偏导数都

有良好的逼近精度
.

3 自由水面势流的双点迭代广义差分算法

计算 自由水面的势流可 归结为求解 aL lP ac e
方程的定解问题

,

适合应用广义差分算

法
.

由于求解 区域 的不确定性
,

造成问题的非线性特征
.

我们可以如同有限元法那样采用

双点迭代法
.

以闸孔 出流为例
,

考虑问题 (参见图 2 )
:

△甲一 0, 在流场 。 内
,

妙 /撇一 0
,

在上
、

下游边界 D E
,

A F 上
,

甲一 0
,

在固壁 E F 上
,

甲一 Q
,

在固壁 B C 和 自由水面 A B
,

c D 上
,

神 / J。 = 了2。 ( E 。
一 h )

,

在自由水面 ^ B
,

c D 上
,

( 1 9 )

其中 甲为流函数
,

口为流量
,

E 。

为能头
.

数值求解时
,

先取一初始流量 Q
。
和初 始自由水面 犷一 h

。
(x )

.

假设 已得到 Q
,

和 犷一

h
.

( : ) (
,
一 0

,

1
,

… )
,

用广义差分格式解如下边值问题
:
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2误差估计和数值试验
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, u 几 ( p 、

) 一
u *

( p
:

)
,

加
、
( p
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,
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撇
。
( p

*
) / a久, ,

加
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( p
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( p ,

) /

认
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加
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(尸

`
) /孤
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.
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且最大角两夹边边长之比
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任 〔了厄丁厄
,

了厄下厄〕
,
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的常数
a > 。
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a ( u 。 ,

7I .h u *
) ) a

l!
u 。

11:
,

v 。 。
任U 。

( 1 6 )

由定理 1 即知格式 ( 2) 的解存在且唯一
,

且易导出下面的误差估计
.

定理 2 设定理 1 的条件成立
, 。 是边值问题 ( l) 的广义解

, u *

是广义差分格式 (2 )的

解
.

若
u任万

3
(。 ) 门万占( g )

,

则有

}}
u
一 u 。

}}
,

( hC
Z

}
u

}
3

( 1 7 )

上述两定理的证 明只须逐一重复 [ 1 ]的论证并稍作修改
,

故从略
.

作为算例
,

下面用通常的有限差分格式 (F D M )和上述所述的广义差分格式 ( G D M )求

解下列边值问题

一△ u
= 2 s i n x s in 梦

.

(
x ,
夕) 任 g = ( 0

, 兀 ) X ( 0
, 兀 )

( 1 8 )
}

,诬

】
。二

= 0

用直线网
x
=

x ,

=
: h

,

y = y J

= Jh
, :

+ y = kh ( h =
:

/人
’

; ; ,

J = l
,

2
,

…
,

万 ; 、 = l
,

2
,

…
,
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的直角三角剖分 T * ,

对偶剖分 卿 取为外心对偶剖分使计算更为简单
.

所得计算结果与精

确解 ( sE )。 一 s in : s i n y 的值如表 l( 取 人一 8)
.

从中可见广义差分解的函数值和偏导数都

有良好的逼近精度
.

3 自由水面势流的双点迭代广义差分算法

计算 自由水面的势流可 归结为求解 aL lP ac e
方程的定解问题

,

适合应用广义差分算

法
.

由于求解 区域 的不确定性
,

造成问题的非线性特征
.

我们可以如同有限元法那样采用

双点迭代法
.

以闸孔 出流为例
,

考虑问题 (参见图 2 )
:

△甲一 0, 在流场 。 内
,

妙 /撇一 0
,

在上
、

下游边界 D E
,

A F 上
,

甲一 0
,

在固壁 E F 上
,

甲一 Q
,

在固壁 B C 和 自由水面 A B
,

c D 上
,

神 / J。 = 了2。 ( E 。
一 h )

,

在自由水面 ^ B
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c D 上
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( 1 9 )

其中 甲为流函数
,

口为流量
,

E 。

为能头
.

数值求解时
,

先取一初始流量 Q
。
和初 始自由水面 犷一 h

。
(x )

.

假设 已得到 Q
,

和 犷一

h
.

( : ) (
,
一 0

,
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,
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用广义差分格式解如下边值问题
:
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再依次不相重迭地两两归并
,

如此归并 万 次
,

每次按如下关系式推导

A犷+ ” = A玉:--)
1
一 B玉毕

l
( D冬:--)

,
+ A乏髻) 一

’ C鑫毕
1

B犷+ ” = B冬;--)
1
( D乏毕

1
+ A冬豁)

一 ` B冬豁

C犷+ ” = C乏豁( D乏:--)
l

+ A乏留)
一 ` C乏:--)

1

D牙+ ” = D玉豁一 C玉份( D乏:-)
1
+ A冬髻犷

` B冬髻

m 一 1
,

2
,

…
,

2 1 一卜
` ; k一 1

,

2
,

…
,

N 一 1

最后得到

( 2 5 )

一 B

D I
万 ,

”

]「
乙了。 l一「引

」 L〔利 LU」
N

勺C川一
一

!I
L

消去 石 ,
就得到

〔川
万 ,
一 B I

` ’ ( D I
` ’ ) 一

’ C {
人 ’

〕之厂
。
= G

方程组 ( 26 )仅含浮体表面上的自由度
,

即整个问题化为只需在浮体表面上求解
.

( 2 6 )
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